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Elektronenterme und Strahlung von Atomen in Kristallen 
I. Termaufspaltung und elektrische Dipolstrahlung *) 


K.H. Hellwege 


Inhaltsiibersicht 

Für alle 27 nicht kubischen Symmetrieklassen werden bestimmt: a) die 
Blektronenfunktionen nullter Näherung und die zugehörigen Kristallquanten- 
zahlen, b) Zahl und Entartung der Komponenten, in die ein Term vorgegebener 
Drehimpulsquantenzahl”eines freien Atoms beim Einbau in den Kristall auf- 
spaltet, c) Auswahlregeln für die Kristallquantenzahlen und Polarisation der 
Strahlung bei elektrischer Dipolstrahlung. 


I. Einleitumg 
1. Übersicht über das Problem 

Baut man ein bis dahin durch keine äußeren Einflüsse gestörtes Atom oder 
Ion in einen Kristall ein, so kann man die Störung seiner Zustände in erster Nä- 
herung zurückführen auf ein durch die Gitternachbarn am Ort des Atoms erzeugtes 
elektromagnetisches Feld (Mikrofeld), durch das die Spektrallinien in eine Reihe 
von Komponenten aufgespalten werden, die in charakteristischer Weise zu den 
Vorzugsrichtungen des Mikrofeldes polarisiert sind. Da bereits die Kenntnis allein 
der Symmetrie des Störpotentials erlaubt, die Höchstzahl der auftretenden Kom- 
ponenten, d. h. die auch bei der Störung mindestens noch vorhandene Entartung der 
einzelnen Komponenten anzugeben, in die ein entarteter Term des ungestörten 
Atoms infolge der Störung aufspaltet, liegt.es nahe, die Termaufspaltung im Kri- 
stall theoretisch zu bestimmen, indem man die Symmetrie des Störpotentials 
mit der Punktsymmetrie des betrachteten Atoms, also mit einer der 32 Symmetrie- 
Klassen identifiziert. Das ist mit Hilfe der Gruppentheorie von Bethe!) und 
Opechowski*) durchgeführt worden. , ~ 

Im folgenden wird dasselbe Problem unter Vermeidung gruppentheoretischer 
Methoden neu behandelt. Das Verfahren, das iibrigens in einem speziellen Fall 
teilweise bereits von Bethe*) zur Behandlung des Zeeman -Effekf®s in Kristallen 
benutzt worden ist, läuft daruf hinaus, die Elektronenzustände im Kristall in 
nullter Näherung zu bestimmen und sie nach ihrem Transformationsverhalten 
gegen die Deckoperationen des Gitters durch ,,Kristall-Quantenzahlen“ zu klassi- 
fizieren, d.h. im Sinne von Hund‘) die Symmetriechäraktere zu bestimmen. 


*) Ein Teil der Ergebnisse ist ohne Beweis auch in einer inzwischen erschienenen 
kurzen Übersicht enthalten: K. H. Hellwege, Nachr. Akad. Göttingen, Math.-Phys. 
Klasse 1947, S. 37. ; 

1) H. Bethe, Ann. Physik (5) 8, 133 (1929). 

*) W. Opechowski, Physica 7, 552 (1940). 

®) H. Bethe, Z. Physik 60, 218 (1930). 

*) F. Hund, Z. Physik 48, 788 (1927) ; 99, 119 (1936); Hdb. d. Phys. 2. Aufl. Bd. XXIV,. 
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Die Abzählung der Terme folgt dann sehr einfach aus den Symmetrieeigen- 
schaften der Eigenfunktionen. Dabei erfolgt die Behandlung von Systemen mit 
halb- wie ganzzahligem Drehimpuls durch denselben übersichtlichen analytischen 
Ansatz und die bereits von Opechowski*) bemerkten Schwierigkeiten bei den 
Symmetrien ungeradzahliger Zähiigkeit, die in der Gruppentheorie zu überwinden 
sind, treten gar nicht erst auf. 

Die Ergebnisse für die 27 nicht-kubischen Kristallklassen werden zur Erleich- 
terung der Anwendung tabellarisch zusammengestellt 5). 

Anschließend werden die symmetriebedingten Auswahlregeln für die mit 
elektrischer Dipolstrahlung®) verbundenen Übergänge mit Hilfe der Kristall- 
quantenzahlen angegeben. Man erhält so die Polarisation der Spektrallinien relativ 
zu den Vorzugsrichtungen des Mikrofeldes. Stimmen diese überein mit den Vor- 


und Schwingungsrichtung des Lichtes orientiert werden, so lassen sich aus Linien- 
zahl und Polarisation die Kristall- und Drehimpulsquantenzahlen der Terme und 
die, mit der Symmetrieklasse des Gesamtkristalls nicht unbedingt übereinstim- 
meude Symmetrieklasse des Mikrofeldes bestimmen ?). Die so gewonnene, für den 


die Neubearbeitung des Problems rechtfertigen. 


2. Methode 
Schreibt man den H-Operator eines Atoms von N Spinelektronen im Kristall 
in der Form 


H=H,+K, (1) 


wobei H, den Operator des freien Atoms, K den Operator des Kristallfeldes be- 

deutet, so ist H, invariant gegen alle Drehungen des Koordinatensystems (Null- 

punkt im Atomkern) um den Nullpunkt, gegen Inversion am Nullpunkt und 
Spiegelung an allen Ebenen durch den Nullpunkt. K und somit H dagegen sind 

invariant nur gegen die endliche Auswahl von Drehungen und Spiegelungen, die 

> in der Punktsymmetrie des betrachteten Atoms im Kristallgitter enthalten sind. 
Ben Ich 2 Werden die Zustände des freien Atoms mit yj, bezeichnet, d.h. ist 


wobei sich nur durch den Wert der magnetischen Quantenzahl SEHE 
Had, 
unterscheidende Zustände zum gleichen et W , gehören, so sind die der Gl 
Huw,=(H,+K)u=W,u, 


genügenden Zustände u, im Kristall Linearkombinationen 


u= J 


aller 


5) Die 5 kubischen Klassen werden in einer späteren Arbeit MEERE 

*) Die Auswahlregeln für magnetische Dipolstrahlung und elektrische Quadrupol- 
strahlung finden sich in zwei späteren Arbeiten. 

?) Dieser Teil der Arbeit ergänzt also frühere Untersuchungen, in denen bei unbekann- 
tem Mikrofeld allein aus der Symmetrie des Gesamtkristalls die mit dieser vereinbaren 
Fälle von verschiedener Polarisation der Spektraliinien Be eins K. H. Hell- 


wege, Z. Physik 119, 325 (1942) und 121, 588 (1943). eee “ 


' gugsrichtungen des Gesamtkristalls, zu denen im Experiment natürlich Strahl- _ 


Experimentator wesentliche Möglichkeit, Kristallspektren zu analysieren, dürfte | 
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' nicht mehr wie im freien Atom (2 J + 1)-fach, jedoch ist in mafichen Kristallen die 


Nach einem bekannten Satz®) transformieren sich bei einer Koordinatentrans- 
formation, gegen die der H-Operator invariant ist, die zu einem gegebenen Eigen- 
wert W, gehörenden (miteinander entarteten) Zustände linear untereinander. 
Ein Zustand gehört also zu einem im Kristall einfachen Eigenwert, wenn er bei 
allen Invarianztransformationen bis auf einen konstanten Faktor, der aus Nor- 
mierungsgründen vom Betrag 1 ist, in sich übergeht. Ein Zustand gehört zu einem 
im Kristall zweifachen Eigenwert, wenn es einen zweiten, von ihm linear unab- 
hängigen Zustand gibt, so daß beide sich linear untereinander transformieren, usw. 

Um zu erfahren, ob einfache Terme im Kristall vorkommen, hat man also nur 
zu prüfen, ob sich Zustände u; gemäß Gl. (4) bilden lassen, die bei allen Symme- 
trieoperationen der Punktsymmetrie bis auf einen Faktor in sich übergehen, und 
entsprechend bei mehrfachen Termen. 

Da hierbei nur die Symmetrie, nicht aber die Stärke des Kristallfeldes interes- 
siert, genügt es, die Kristallzustände in nullter Näherung zu betrachten, d. h. das 
Kristallfeld bei festgehaltener Symmetrie verschwinden zu lassen. Dann redu- 
ziert sich u; auf eine Linearkombination nur der 2.J + 1 miteinander im Eigen- 
wert W, entarteten Zustände des freien Atoms, d.h. Gl. (4) geht über in 


= YmAmi» (J fest). (5) 


Das allgemeine Ergebnis der Untersuchung ist seit Bethe’) bekannt: Ent- 
sprechend der geringeren Symmetrie im Kristall bleibt die Entartung der Terme 


Symmetrie noch genügend hoch, um Entartungen zu erzwingen. In diesen Fällen 
spaltet also ein Term des Atoms im Kristall in weniger als 2J + 1 Komponenten auf. 
Um nun übersehen zu können, wie sich die aus den yy, aufgebauten Zustände 
nullter Näherung im Kristall transformieren, werden zunächst die Transforma- 
tionseigenschaften der wy, selbst zusammengestellt. 
Man könnte hier die Tatsache benutzen, daß sich die yy, immer so wählen 
lassen, daß sie sich bei Drehungen so transformieren wie die Monome®) 


Doch erstreckt sich diese Korrelation nicht mehr auf die Spiegelungen. Wir 
gehen deshalb direkt auf die Zustände der Einzelelektronen zurück. 


3. Die Zustände eines freien Atoms 
Ein Atom mit einem Spinelektron hat nach Pauli®) die Zustände 


y2ı+1 F 
wenn j=1-+ }, (6) 
R 
Pan, = {Vi—m, + + my +4 


wenn = l— }, 


wobei / den Bahndrehimpuls, j den gesamten Drehimpuls, m, die z-Komponente 
des gesamten Drehimpulses mißt. Die Y,,, sind die Kugelflächenfunktionen !°), 
€ (s) und n (s) die Paulischen Spinfunktionen. 


8) Siehe z. B. W. Pauli in Hdb. d. Physik 2.-Aufl. Bd. XXIV,. Da er? 
9%) Siehe z. B. Hdb. Physik, 2. Aufl., Bd. XXIV,, Art. Pauli u. Bethe. ia 


10) Definition wie im Handbuchartikel bei Bethe. N? EDER 
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Vernachlässigt man bei einem Atom mit N Spinelektronen zunächst deren 
Wechselwirkung untereinander, so sind seine Zustände einfach Produkte von Zu- 
ständen der Form (6): 


N 
Yu= Ry (rx) {ex &, (8) + d, (8)} (7) 


wobei die c, und d, die aus den Quantenzahlen gebildeten Konstanten von (6) 
sind und der Einfachheit halber m statt m, geschrieben wird. Jedes solche Pro- 
dukt ist dadurch charakterisiert, daß es einen Gesamtdrehimpuls mit der z-Kom- 
ponente 


Mi= (8) 
k=1 


hat. Alle Produkte mit gleichen R,, l, und j, der Einzelelektronen, aber ver- 
schiedenen m, sind natiirlich miteinander entartet. Denkt man sich die wechsel- 
seitige Störung der Elektronen eingeschaltet, so schließen sich die wahren Zu- 
stände stetig an Linearkombinationen von Produkten (7) an, die sich nur in den 
m, unterscheiden. "Da auch nach Einschalten der Wechselwirkung die z-Kom- 
ponente des Drehimpulses gequantelt bleibt, werden nur solche Produkte (7) 
linear kombiniert, die das gleiche M definieren. Es ist M einer der Zahlen (3), 


und J mißt den sich bei der Kopplung der Elektronen einstellenden Gesamt-' 


drehimpuls. Um die endgültigen Zustände zu erhalten, sind jetzt noch alle mög- 
lichen Permutationen der Elektronen durchzuführen und die so erhaltenen Funk- 
tionen linear zu kombinieren. 

Für das Folgende interessiert nun allein das Verhalten der so gewonnenen Zu- 
stände gegen eine gewisse Auswahl von speziellen Drehungen und Spiegelungen 
des Koordinatensystems, und zwar läßt sich leicht zeigen, daß sie sich genau so 
verhalten wie die Produkte (7), aus denen sie hervorgehen. Zum Beweis sei zu- 
nächst unter der Drehung {x f y} des Koordinatensystems um die Eulerschen 
Winkel &,ß,y folgender Weg vom (2, y, z)-System zum (x’, y’, 2’)-System ver- 
standen: Zuerst wird um den Winkel —z <a <r um die positive z-Achse, dann 
um den Winkel —z <# <r um die so gewonnene neue positive y-Achse und 
schließlich wieder um den Winkel —x <y <a um die durch die beiden ersten 
Drehungen gewonnene neue positive z-Achse gedreht. Die Transformation der in 
Gl. (6) vorkommenden Kugelfunktionen läßt sich leicht hinschreiben. Die Spin- 
funktionen &(s) und 7(8) transformieren sich dabei gemäß!) 


&(s) = cos eft (a+r) (3) — sin (s) 


n(s) = sin E’(s) + cos eriktern (8). 


Der Spiegelung am Kunlntscheitnn (Inversion) entspricht die Trans- 

formation ka (10) 
n=n. 

Die Tatsache, daß £ und ») ungeändert bleiben !®), hängt damit zusammen, daß die 

Drehung der positiven x- in die positive y-Achse nach der Spiegelung im selben 

Drehsinn erfolgt wie vorher. 


11) Man findet diese Beziehung, indem man ein Magnetfeld einmal parallel zu z und 
einmal parallel zu 2’ legt und die beiden vorkommenden Zustände eines ruhenden Spin- 
elektrons, nämlich parallel und antiparallel zum Feld, jeweils im andern Koordinaten- 
system beschreibt. 

12) Die formale Begründung s. z. B. bei van der Waerden, Die es 


Meth, i. d. Quantenmechanik, S. 92. 
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Damit läßt sich die Transformation der Produkte (7) in folgenden speziellen 
Fällen ohne weiteres hinschreiben: 

1. Drehung durch « um die 2-Achse, d. h. Drehung {a 00}: 


(7 OQ) = + a) = py (1 OG’). (11) 
2. Drehung durch x vm die y-Achse, d.h. Drehung {0 0}: 
i(M-Lj,)2 


* 
u-Zi, (12) 
=(-1) * 
Dabei unterscheidet sich y_yy von yy, nur dadurch, daß in den Produkten (7), 
d. h. in allen Einzelfunktionen (6) die Vorzeichen sämtlicher m; umgekehrt werden, 
d.h. pay und p_yy haben entgegengesetzten Drehsinn des Gesamtdrehimpulses um 
die z-Achse. 


3. Inversion: 


Zi 

Yu (2 yz) = = (13) 
Zustände mit geradem zı heißen gerade, Zustände mit ungeradem ¥ 1, heißen 
4. p-zählige Drehinversion, d.h. Drehung {= , 0, 0) und Inversion: Be 
Es ist 

’ 22 > , , , 

14 


=e 
wobei m eine beliebige ganze Zahl ist. 

5. Spiegelung an der zx-Ebene; d.h. Drehung {07 0} und Inversion: Es ist 
(12) und (13) 

YM (x y 2) = (2’,—y’, =‘) Y-M (2’, z') 
M +2 
=(—l) * y’, 2’). 

Die in diesen Formeln auftretenden konstanten Faktoren haben folgende beiden 
Eigenschaften: 

a) Sie sind dieselben für alle Produkte (7), diein einer Linearkombination solcher 
Produkte auftreten, da die Produkte sich weder in M noch in den J, und j, unter- 
scheiden 

b) Sie sind von Permutationen der Elektronen unabhängig, da immer über alle 
Elektronen summiert wird. 

Daraus folgt, daß die Gl. (11) bis (15) bereits das Transformationsverhalten 
der endgültigen Zustände des freien Atoms angeben. In Zukunft ') werden deshalb 
mit yy, nicht mehr die Produkte (7), sondern die aus ihnen aufgebauten ‚wahren 
Zustände des freien Atoms bezeichnet. Aus diesen yy, werden dann die Zustände 
nullter r Näherung im Kristall nach GI. (5) linear zusammengesetzt. 


(15) 


13) Für M gilt das streng bei Wechselwirkung von beliebiger Stärke zwischen 
den Elektronen, für die 1, und j, nur für verschwindende Wechselwirkung. Doch 
brauchen wir für unsere Zwecke nur diesen Fall zu behandeln, da die Faktoren 
in (11) bis (15) nur diskreter Werte fähig sind, die bei stetigem Anwachsen der Wechsel- 
wirkung sich nicht ändern können. 

14) Wie übrigens in Gl. (5) bereits geschehe pe aD 
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I. Zustände im Kristall 


In Tabelle 1 sind zunächst die 27 untersuchten Symmetrieklassen in sieben 
Spalten angeordnet. Am Kopf jeder Spalte sind diejenigen Symmetrieelemente 
angegeben, durch die die Symmetrieklassen der Spalte charakterisiert sind. In 
jeder Zeile stehen Klassen mit gleicher Zähligkeit p der Hauptachse. 


Tabelle 1 
1 2 3 4 5 6 7 

A, | Jy A,+J 14, A, + Aas | Jy + By 421 +J 

1 c c, 
| Cre D, Dy 
g 2 C, Con Cov D, Dan 
2 4 | C, S, Can Cay D, Daya Din 
6| G Cyn Con Cov Ds Dyn Don 
A, = p-zählige Deckachse; J, = p-zählige Inversionsachse; J = Inversionszentrum 
E = Spiegelebene; || = parallel zur p-zähligen Hauptachse; | = senkrecht zur p-zähligen 


Hauptachse. 


Diese Anordnung ist, wie jede andere, nicht frei von Willkür. Es ist z. B. mög- 
lich, manche der in Spalte 2 angeführten Klassen statt durch eine Inversions- 
achse durch andere Symmetrieelemente zu kennzeichnen, z.B. C, durch eine 
Spiegelebene. Die Anordnung der Tabelle 1 ist deshalb gewählt, weil sie der mathe- 
_ matischen Behandlung des Problems besonders gut angepaßt ist. 

4 


4. Zyklische Klassen C, mit p= 1, 2, 3, 4, 6 
Das Störpotential enthält als einziges Symmetrieelement eine p-zählige Deck- 


achse, die mit der z-Achse zusammenfallen möge. Von im Kristall einfachen 


Zuständen (5) muß also verlangt werden, daß sie sich bei Drehung des Koordinaten- 
9 
systems durch den Winkel — um die z-Achse mit einem Faktor vom Betrage 1 


multiplizieren, d.h. es wird verlangt 
2 
u; (r, d,9+ = D, (z)-u; (rq). (16) 
Das ist nur möglich, wenn sich alle zur Funktion (5) gehörenden yy, mit dem- 
selben Faktor D (z) multiplizieren, d.h. nach Gl. (11), wenn nur solche wy, zur 
Funktion gehören, deren M-Werte sich um Vielfache von p unterscheiden, für die 
also M = u (mod. p) (17) 
gilt. Dabei ist bei ganzzahligem M, d.h. bei gerader Elektronenzahl N, die der 
_ kristallographischen Hauptachse zugeordnete ,,Kristallquantenzahl“ yc eine der 


Zahlen 


p= 0,1, 2,3,.., p—1, (18) 
oder, was dasselbe ist, 


15 2 


Ist dagegen die Elektronenzahl N ungerade, so sind die M-Werte halbzahlig, und 
es gibt für z die Möglichkeiten 
1 3 2p-1 
- (19) 


15) Die eckige Klammer bedeutet: Gebrochene Zahlen sind nach unten abzurunden. 


oder, V 
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oder, was dasselbe ist, ge 
1 3 —1 1 
Alle auf diese Weise zusammengesetzten Zustände multiplizieren sich tatsäch- 
lich mit dem Faktor én 
D(z=e ”. (20) 
Das heißt es gibt gemäß (18) und (19) genau p verschiedene Familien von Zuständen, 
die durch den zugehörigen u-Wert bzw. den Wert des Drehfaktors D (z) gekenn- 
zeichnet sind. Da nun natürlich jeder der zum gleichen J gehörenden M-Werte 
zu einem der #-Werte gehört, ist es immer möglich, die yy, nach den zugehörigen yu 
auszusortieren, und es lassen sich insgesamt 2 J + 1 neue Funktionen bilden, deren 
jede zu einer der p durch die u gekennzeichneten Zustandsfamilien gehört. Da jeder 
dieser Zustände im Kristall einfach ist, heißt das: Jeder (2.J + 1)-fach entartete 
Term des freien Atoms spaltet unter dem Einfluß eines Störpotentials von nur 
zyklischer Symmetrie vollständig in 2J + 1 Komponenten auf. 
Die Anzahl der zu der Familie u gehörenden Terme ist demnach so groß wie 
die Anzahl derjenigen M-Werte in der Reihe (3), die den Bedingungen (17) genügen, 
d.h. wie man leicht nachrechnet, gleich 


Es sei noch darauf hingewiesen, daß auch der Fall des homogenen Magnetfeldes 
parallel zur z-Achse als Grenzfall p = co zu den zyklischen Klassen gehört. Aus 
Gl. (17) wird in der Grenze 

u=M, (22) 
d.h. es gibt auch hier 2, nämlich unendlich viele Zustandsfamilien, die einfach 
durch die magnetische Quantenzahl M gekennzeichnet sind. Die Zustände u, 
sind die yy, selbst, und es ist 


£ = zy = = 1. (23) 
i Sa 5. Zyklisch-inverse Klassen, Spalte 2 von Tab. 1 4S 
Von im Kristall einfachen Zuständen wird verlangt: a 
5) 
9, y+ = D(z); u, (r bq). (24) 
Es werden also nach GI. (14) nur solche M, kombiniert, für die 
D,(@)=e ” = (25) 
denselben Wert hat, d.h. für die . Ts 
M,+ z u, (mod. p) (26) 
imp i 
D,(2)=e =I-e (27) 


Die möglichen von sind die der Gleichung (18°), (19) mit u, statt u. 
Dabei ist u, mit M, +4 > ganz- oder halbzahlig, d. h. es können (im Gegensatz 
zu 4) halbzahlige Werte bei gerader Elektronenzahl und ganzzahlige Werte bei 


te 
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ke 
n 
n « 
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In der von uns benutzten nullten Näherung, wo alle in wu; vorkommenden py 
dasselbe J haben, ist es möglich, statt uz im Sinne von Gleichung (27) J und u zu 
benutzen. Es ist aber oft zweckmäßig, durch diese Angaben auch die wirklichen 
Kristallzustände zu kennzeichnen. Z. B. wird die Anzahl der zu einem gegebenen 
Wert von s, gehörenden Terme dadurch bestimmt, daß man zunächst mit Glei- 
chung (21) die Anzahl der zu einem gegebenen u gehörenden Terme bestimmt 
und dann gemäß 


(28) 


L,, (mod. p) 
k 5 ~ 
zu wt, übergeht (s. Tabellen 2 und 3). 


6. Zyklische Klassen mit Inversionszentrum, Spalte 3 von Tab. 1 


Neben die p-zählige Achse tritt als neues Symmetrieelement das Inversions- 
zentrum. Deshalb wird von im Kristall einfachen Zuständen neben (17) zusätzlich 


w—2,—y,—2)=1, u (xyz) (29) 


verlangt. Diese Forderung wird aber, da alle zum gleichen J gehörenden yy 
auch denselben Wert der Summe 51, haben, nach Gl. (13) bereits von allen Zu- 
k 


ständen der zyklischen Klassen erfüllt, und zwar mit demselben 


I,=(—1)* . ; (30) 
Die Zustände sind also gekennzeichnet durch die Werte von u und J. Zustände 
mit J = 1 heißen gerade, mit /=— 1 ungerade. Alle Terme sind einfach. 


7. Zyklische Klassen mit vertikalen Spiegelebenen, Spalte 4 von Tab. 1 
Hier tritt neben die p-zählige Deckachse in z-Richtung eine durch sie hindurch- 
gehende Spiegelebene, in die zweckmäßigerweise die zx-Ebene gelegt wird's). 
Es tritt also neben die Forderung (17) bei Drehung die Forderung 


u; (2,—y, 2)=S,;'u, (x y 2) (31) 


bei Spiegelung, die zusätzlich von den einfachen Zuständen erfüllt werden muß. 
Die Zustände der zyklischen Klassen genügen im allgemeinen der Forderung (31) 
nicht, da nach Gl. (15) die Spiegelung jedes wy, statt bis auf einen Faktor in sich 
bis auf einen Faktor in y_,, überführt und die zyklischen Zustände im allgemeinen 
nicht wy, und y_y, gemeinsam enthalten. Die richtigen Zustände müssen aber 
folgende Bedingungen erfüllen: 

1. Auf Grund von (16) muß D(z) definiert sein, d. h. es werden nur solche yyy 
kombiniert, die zum gleichen u (zur gleichen Familie in Bezug auf Drehung) ge- 
hören. 

2. Auf Grund von (31) muß S definiert sein, d.h. die Zustände müssen 

a) neben wy, auch w_y, enthalten, und 

b) müssen diese so kombiniert sein, daß sich für alle in einem Zustand vorkom- 
menden M-Werte derselbe Faktor S ergibt. 


16) Statt der einen hier benutzten Spiegelebene sind in Wirklichkeit immer p durch 
die z-Achse gehende-Spiegelebenen vorhanden. Es genügt aber, nur die beiden Forderungen 
(16) und (31) zu behandeln. Ganz allgemein genügt es in allen Klasen, nur die vonein- 
ander unabhängigen Deckoperationen zu behandeln, aus denen die anderen zusammen- 
gesetzt sind. 
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Die Bedingung 2a) zunächst verlangt nach (17), daß gleichzeitig 


M = u (mod. p) ; 
—M = u (mod. p) er 
2 u= 0 (mod. p) (33) 
ist, was sich überhaupt nur für u=0 und u= on (34) 


erfüllen läßt. Von diesen Möglichkeiten können auf Grund von (18) und (19) nur 
folgende Fälle wirklich vorkommen: 


cr für ungerades p = 3 | bei ungeradem N 

— für gerades p= 2,4,6 | 35 
0 für ungerades p = 3 m 


9, 5 für gerades p= 2,4,6 | ER 


Zustände mit u +0,2 sind also notwendig entartet; z. B. sind in Kri- 


stallen mit gerader Zähligkeit die Zustände von Atomen mit ungerader Elek- 
tronenzahl alle entartet. 
Für die einfachen Zustände wird infolge der Bedingung 2b) weiter verlangt, daß 
sie Summen von Binomen 
ay Yu + 4-34 Y-m (36) 
sind, die sich bei Spiegelung alle mit demselben Faktor S multiplizieren: 


Ay Yar 2) + 2) = S (ayy + Oy Y-m(zy2)}. (37) 
Nun ist aber nach Gl. (15) 


ay Yu (x —y2)+ 2) (38) 
= f{aye 
mit -indje 
(39) 


Koeffizientenvergleich mit (37) gibt die beiden Gleichungen 
S-ay=fe'M*.ay 


4 
S-ay=feM*-ay 
für die beiden Unbekannten S und für diesich 


.ay 
mit entweder dem oberen oder dem unteren Vorzeichen ergibt. Es kommen also 
in einfachen Zuständen nur Binome en 
ayy (yy (42) 
vor, die sich bei Spiegelung mit demselben Faktor S = + f multiplizieren. Dabei 
sind im Fall gerader Elektronenzahl eM * und S eine der Zahlen + 1, bei ungerader 
Elektronenzahl eine der Zahlen + i. 
Da die zu den in (34) genannten u-Werten gehörigen Zustände einfach sind, 
berechnet sich ihre Anzahl Z’ nach (21) und anschließend die Anzahl Z’ = 
$(2J + 1—Z’) der doppelten”) Terme. 


17) Es wird hier bereits die Tatsache vorw mapa, daß alle nicht e PER Terme 
zweifach entartet sind, siehe S. 105. Par 
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Die zahlenmaBige Verteilung der einfachen Zustände auf die S BF: 


faktoren S= +1 bzw. +i ergibt sieh weiter durch folgende Überlegung: 
Bei ungerader Elektronenzahl N ist die Anzahl der einfachen Terme gerade. 


Es gibt ebenso viele Terme mit $ = — i wie Terme mit $ = i. Im allein vorkommen- 
den Fall p = 3, u = 1/, ist also'®) 
Zs), = (43) 


Bei gerader Elektronenzahl N ist die Anzahl Z, der einfachen Zustände ungerade, 
da hier der Fall M = 0 eine Ausnahmerolle spielt, indem für M = 0 in (42) natür- 
lich nur das Pluszeichen vorkommt. Der Spiegelungsfaktor hat für M = 0 nach 


(41) den Wert gg 
(le-ik) 1 wenn Ix) gerade 


= (—!)° = (44) 
—1 wenn (l,— j,) ungerade. 
k 


Die restliche gerade Anzahl von Termen verteilt sich wieder gleichmäßig über beide 
Vorzeichen. 

Es sollen jetzt die entarteten Zustände behandelt werden. Während die ein- 
fachen Zustände gekennzeichnet sind durch einen Drehfaktor D(z) und einen 
Spiegelungsfaktor S, wird die Entartung gerade dadurch bedingt, daß es nicht 
immer möglich ist, Zustände zu konstruieren, für die D(z) und S beide definiert 
sind. Da es nach den Ergebnissen des Abschnittes 4 in den zyklischen Klassen 
immer möglich ist, 2J + 1 Zustände mit definierten D(z) zu bilden, versucht man 
zweckmäßigerweise Zustände zu konstruieren, die ein wohl definiertes D(z) d.h. u 
haben, sich aber bei Spiegelung an der zx-Ebene linear untereinander transformieren 
(S ist nicht definiert). Derartige Zustände sind bezüglich ihrer Symmetrie Zu- 
stände des Atoms in den zyklischen Klassen, die bei Einführung der Spiegelebene 
aus Symmetriegründen zusammenfallen. Oder umgekehrt formuliert, die so ge- 
bildeten zusammenfallenden Zustände im Störpotential mit Spiegelebenen sind 
der die Entartung aufhebenden zusätzlichen Störung angepaßt, die gerade in der 
Verringerung der Symmetrie durch Vernichtung der Spiegelebenen besteht. Es sei 
gleich bemerkt,. daß zu entarteten Termen gehörige Zustände niemals %,, und 
y_y, beide enthalten, da derartige Zustände, wie oben bewiesen, einfach sind. 

Es läßt sich leicht zeigen, daß nie höhere als zweifache Entartung vorkommt, 
d.h. daß immer zwei Zustände sich bei Spiegelung untereinander transformieren. 
Sei nämlich ; (45) 


uU, = Ay, YM, + Ay. YM, + 
a 


ein Zustand der zyklischen Klasse C,, mit dem Drehfaktor D(z),=e ” , so hat 
sicher der Zustand 


den Drehfaktor D(z), = e ” . Bei Spiegelung geht u (15) u, über in 
u (x— yz) =(—1)* -e (@Y2)+ (47) 
und %, in 
in(-M,- ix) 


18) Der erste Index gibt den Wert von 1, der zweite den Wert von S an. 
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Damit die Zustände «, und u, energetisch zusammenfallen, muß nach S3 sein 
u, (wx— yz) = A,u, (2 yz) + Ag Up (x YZ) 
yz) = Bu, (xy2)+ B,u, (xyz), 


= B (ay, 
Koeffizientenvergleichung liefert sofort 
A,=B,=0, |A,|=|B,|=1, (51) 
d.h. u, geht bis auf einen Faktor über in «, und umgekehrt. Weiter folgt für alle ¢ 


A, a_y,= (—1)* "Ayi (52) 


&(le-je)-Mi 
B, ay; = (—1)* "A_yi» 


(49) 


a 


d.h. 


= )* ‘ay; = B,(—1)* (5) 
2 Lik + 1 bei geradem N 
B, A, = 1 bei ungeradem N. (54) 


Damit u, und u, zusammenfallen, brauchen also nur die a_ yy; ‚zuden a mi meinem 
bis auf den Faktor (—1)* konstanten Verhältnis B, zu stehen. Da so- 


mit zu jedem nicht einfachen, durch u gekennzeichneten Zustand sich ein zweiter mit 
entgegengesetztem Drehsinn um die z-Achse, also durch —u gekennzeichneter 
bilden läßt, so daß beide sich wechselseitig ineinander transformieren, wird von der 
Symmetrie eine höhere als zweifache Entartung nicht verlangt. Es fallen also 
immer Zustände mit entgegengesetztem Drehsinn um die p-zählige Deckachse 
energetisch zusammen. Da diese Zustände entgegengesetztes Vorzeichen von u 
haben, sollen die doppelten Terme durch das Symbol + u gekennzeichnet werden. 
Ihre Anzahl ist gegeben durch 


J+u J—u 
5) 
und schlieBlich ist die Gesamtzahl der Komponenten, in die der Term des freien 
Atoms aufspaltet, gegeben durch 


+3 @J+1-2)=J+° 


Es sei noch erwähnt, daß auch das homogene stein Feld parallel zur 
2-Achse als Grenzfall p = co zu den zyklischen Klassen mit Spiegelebenen gehört. 
Das Störpotential ist hier nämlich 

%,, 


(56) 


also invariant gegen alle Drehungen um die z-Achse und gegen Spiegelung an jeder 
Ebene durch die z-Achse. D.h. nach (17) ist « = M und nach (34) sind demnach 
nur die Zustände mit M = 0 einfach. Die Zustände sind die wy,, und wy, fällt mit 
y-_jy energetisch zusammen. Ferner ergeben sich in der Grenze die richtigen Werte 
Z, = 0 für ungerade, Z, = 1 für gerade Elektronenzahl X. an Ye 
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8. Diederklassen, Spalte 5 von Tab. 1 
Hier tritt neben die P- zählige Deckachse eine senkrecht darauf stehende zwei- 
zählige Deckachse. In sie werde die y-Achse gelegt. Von einfachen Zuständen wird 
also neben der Befolgung der Gl. (17) die Befolgung der zusätzlichen Bedingung 
u,(—2,9,—2)=D(y) (@ y 2) 
verlangt, d.h. bei Kippung des Koordinatensystems um die y-Achse soll der Zu; 
stand bis auf einen Faktor D (y) in sich übergehen. Nun zeigt Gl. (12), daß bei 
der Kippung jedes yy in y_1 übergeht. Die Verhältnisse liegen also genau so wie 
bei der im vorigen Abschnitt behandelten Spiegelebene. Deshalb verläuft die ganze 
Diskussion genau so wie bei den zyklischen Klassen mit durch die Deckachse ge- 
henden Spiegelebenen, mit dem einzigen Unterschied, daß die einfachen Zustände 
nicht durch D(z) und S, sondern durch D(z) und D(y) (bzw. u und ») gekennzeichnet 
sind, wobei nach den Gin. (12), (15) D(y) aus S ohne weiteres zu berechnen ist?) 
indie 
D(y)=S(—1)* =S-I=+e * (58) 
und wobei die der kristallographischen Nebenachse zugeordnete ,,Kristallquanten- 
zahl“ vy den Wertevorrat 


y = +} bei ungerader Elektronenzahl N hat. __ (59) 


9. Zyklisch-inverse Klassen mit Spiegelebenen, Spalte 6 von Tab. 1 
Zu der 2- bzw. 6-zähligen Inversionsachse tritt die Spiegelebene. Die Diskussion 
verläuft genau so wie bei C,,, und C,,. Aufspaltung und Komponentenzahlen 
werden geregelt durch den Wert von 7, der mittels Gl. (28) auf u zurückgeführt 
wird, und den Spiegelungsfaktor S. Einfach sind also nur Zustände mit den 


f4,-Werten, die gemäß (28) den u-Werten u = 0 oder 2 entsprechen. - 


10. Diederklassen mit Inversionszentrum, Spalte 7 von Tab. 1 
Wie in Abschnitt 6 bewirkt auch hier das neu zu den Symmetrieelementen der 
Diederklassen hinzutretende Symmetriezentrum nur eine zusätzliche Unterschei- 
dung zwischen geraden und ungeraden Zuständen. 


11. Tabellarische Zusammenfassung 


Zum Schluß sind die Ergebnisse der Überlegungen zur leichteren Anwendung 
auf die Experimente tabellarisch zusammengestellt, und zwar in Tabelle 2 für ge- 


Symmetrieklasse die inzelnen Termfamilien und zwar zunächst in der Bezeichnung 
»J', nach den gruppentheoretischen Arbeiten von Bethe und Opechowski, wobei 
g den Entartungsgrad des Terms im Kristall und n eine Laufzahl bedeutet (Spalte 2), 
dann in der Bezeichnung durch Kristallquantenzahlen (Spalte 3). Spalte 4 gibt 
die Anzahl der Komponenten in jeder Familie, in die ein Term mit der Drehimpuls- 
quantenzahl J des freien Atoms aufspaltet, Spalte 5 die Symmetrieklasse, beim 
Übergang zu welcher die etwa noch entarteten Komponenten ebenfalls aufspalten 
würden. Dieser Symmetrieklasse sind die zur Kennzeichnung der doppelten Terme 
benutzten Quantenzahlen angepaßt. 

19) Natürlich sind nur D(y) bzw. v im .Kristall definiert. S und J sind hier reine 
Rechengrößen, die keine eigene physikalische Bedeutung haben, da die — weder 
Spiegelebenen noch Inversionszentrum enthält. 
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Tabelle 2 


Termaufspaltung bei gerader Elektronenzahl 


4 
Sym- 
me- |nachd.| Anzahl der Terme in jeder Familie 
7 j 
Grup-! Kyi tallg bei gegebenem J 
asse| penth. 
C; u=0 2J +1 
C; Zk 
3 | 1 1 Zi 
0, ı, u 0 1+2 
J+1 —1 
7, ı| 1+ > 
C, 
1 
1 J+1 
1 J 
)(1+ 
2 
1 J 
T, u=0 
za-n(1+2[5]) 
1 
. ix) 
S=i,g=0 [3] k 
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Tabelle 2 (Fortsetzung) 


2 | 3 4 | 6 1 
Termfamilien | Voll. Syn 
nachd. u Anzahl der Terme in jeder Familie | stand. me: 
Kristallquantenzahlen bei gegebenem J 
1 J 1 ( ) D 
ın | »=0, p=0 = (1+2) +-\1+(—1)* 3 
1 J], ı 
J+1 J—1 
J —1 
Tm] 01 = 
Lik 
(14(-1¥") D, 


| 
Ra 108 Er Annalen der Physik. 6. Folge. Band 4. 1948 F 
1 
Sym- 
me- 
Klasse 
Din 
nı 
1, = || >| 2 \1 ( 1)* ) 
4 
1 J+1l  fJ-1 | 
| +15 | Da | 
3 c, 
mae | 
| er = 0 k *)(1+2[3]) ‘ 
1 Lh J+1) , [J-1 
1 J+1] [J-1 3 
J+1 


K.H.Hellwege: Termaufspaltung und elektrische Dipolstrahlung 


Tabelle’ 2 (Fortsetzung) 


BEE 3 4 5 
Sym- | Termfamilien Voll- 
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Po trie- | Grup- Kristallquantenzahlen bei gegebenem J Aufsp 
klasse |penth. in 
D. 
s=0, p=1 
3 
+1 
D 
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Tabelle 2 (Fortsetzung) 


4 
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| 3 4 5 
Termfamilien Voll- 
EN Anzahl der Terme in jeder Familie ständ 
Kristallquantenzahlen bei gegebenem J Ag 
p= 0 )) 
1, 1) Za+nl(ı+ 1+) 
#2] 
J+1], W-1 
1 + _ 
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2| sa —D(1+] | +) 
we ik) 
1 & ik) 
1 J+2 J—2) 
5(1+ —|+ =) 
1 2 a 
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1, 0 
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+1 c, 
8 =1,p, =0 (14-1) 
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Tabelle 2 (Fortsetzung) 
3 4 
Termfamilien 


nach 
“| Kristallquantenzahlen 


Anzahl der Terme in jeder Familie 
bei gegebenem J 
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Tabelle 2 (Fortsetzung) 


1 2 3 4 
Sym- Termfamilien 
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Tabelle 3 
Yermaufspaltung bei ungerader Elektronenzahl 
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Tabelle 3 (Fortsetzung) 
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Tabelle 3 (Fortsetzung) 


1 2 3 4 5 x 
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III. Auswahlregeln für elektrische Dipolstrahlung 
Das dem Übergang von einem Zustand 7 zu einem Zustand k zugeordnete elek- 


trische Dipolmoment wird definiert durch die Matrixelemente seiner Komponenten. 
Es ist z. B. seine x-Komponente gegeben durch das skalare Produkt 


„=elu,zu)=e 3 f--- f (0) 


P 


x 


wobei x abgekürzt für = x, steht, für alle Elektronen über die Koordinaten inte- 


griert und über beide Werte der Spinkoordinate summiert wird. In vielen Fällen Be ri 
ist es zweckmäßig, von vornherein die Matrixelemente des Operators e (x—i eal u 
für im positiven Sinn (von der positiven z-Achse zur positiven y-Achse drehender 
Dipol) und e (x + i y) für im negativen Sinn elliptisch polarisierte Strahlung mn <s 
berechnen. 


12. Zyklische Klassen, Spalte 1 von Tab. 1 i 
Mit Hilfe der Transformationseigenschaft (16), (20) ergibt sich zunächst 


? .e (u, (r' Og’), 7’ sind’ etir u, en 
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Be 

Ausp—1. 

Hieraus folgt sofort, daß dies Matrixelement nur dann von Null verschieden 


sein kann, wenn die Exponentialfunktion den Wert 1 hat. Somit gilt die Aus- 
wahlregel: 


(62) 


P,tiP,#+ 0 nur wenn Au= + 1 (mod.p) (63) 
und das obere Vorzeichen liefert im negativen Sinn drehende, das untere Vorzeichen 
im positiven Sinn drehende Dipole, d.h. bei Beobachtung in z-Richtung elliptisch 
polarisiertes Licht. Bei den wirteligen Kristallen (p > 3), bei denen mehrere 
gegeneinander geneigte Richtungen in der x y-Ebene gleichwertig sind, ist die 


Polarisation natürlich zirkular, d.h. ar 


IP. = (64) 
Ganz analog zu (61) ergibt sich = art eno 
d.h. die Auswahlregel 
P,;x + 0 nur wenn Au = 0 (mod. p), (66) 


was wegen der Beschränkung von Ay durch (18), (19) gleichwertig ist mit 
Au = 0. (67) 


Im triklinen Fall (p = 1), in dem alle Zustände zu u = 0 gehören, sind die Regeln (63) 
und (66) identisch, d. h. x-, y- und z-Komponente des Dipols können gleichzeitig von Null 
verschieden sein (Dipole mit drei Freiheitsgraden). Der Grund für dies Verhalten liegt 
natürlich in der Tatsache, daß in einem triklinen Kristall jede Richtung eine 1-zählige 
Achse ist. Für p > 1 dagegen schließen sich Dipole mit einem Freiheitsgrad parallel der 
z-Achse und Dipole mit zwei Freiheitsgraden in der xy-Ebene streng aus. 


Es sei zum Schluß erwähnt, daß auch der Fall des anomalen Zeeman-Effektes 
im homogenen Magnetfeld für = oo in diesen Auswahlregeln enthalten ist: 


ir 5 AM = + 1 für o-Komponenten (68) 
AM =0 für 2-Komponenten. 
0 13. Zyklisch-inverse Klassen, Spalte 2 von Tab. 1 eee 
Die Transformationsbedingung (24) liefert 
woraus sich sofort folgende Auswahlregeln ergeben: 
(P,+iP,)#0 nur wenn Au, = 1+ 4 (mod. p) 
P,) +0 nur wenn 4u;=— (1 + £) (mod. p) (70) 


Pia +0 (mod. p). 
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Schreibt man gemäß (28) 


PAS 
Ap = Au + A 1, (mod. p) (71) 


(72) 


und gemäß (30) ei 
4 


i, oe - 


so läßt sich die Auswahlregel (70) auch in der folgenden Form schreiben ®): Es kann 
sein 


(P,+iP,)r +0 nur wenn entweder J; =—I,, Au= + 1(mod.p) > phe 


oder J; = I,, Au= + (1+ 4) (mod. p) 


3  P,.,.>0 nur wenn entweder /,=—I,, Au= 0 (mod. p) (73) 


oder. I, = I,, Au= (mod. p). af 


Ist die Zähligkeit der Hauptachse ungerade (p = 1, 3), so kommt natürlich jeweils _ | 
nur die erste der beiden Möglichkeiten in Frage, da Au nicht halbzahlig sein kann. 


14. Zyklische Klassen mit Inversionszentrum, Spalte 3 von Tab. 1 ig 3 2 


Die Deckachse verlangt die Befolgung der Regeln (63) und (66). Das hitmen.’ | 
tretende Inversionszentrum führt zusätzlich zu folgender bekannten Regel: Nach 
(29) ist 


Pix (xyz), LU, (xyz)) —1, I, (u,(— (—2z,—y, —2)) 


=— I, I, Prix (74) 
und entsprechend 
Re (75) 
Damit also eine Spektrallinie überhaupt auftritt, muß sein 


D.h. gerade Zustände kombinieren nur mit ungeraden und umgekehrt, der : 
Wert der Summe YJ, muß sich um eine ungerade Zahl beim Übergang ändern 


k 
(Laportesche Regel). 


15. Zyklische Klassen mit vertikalen Spiegelebenen, Spalte 4 von Tab. 1 a3 

Zunächst werder die Übergänge zwischen den einfachen Zuständen behandelt. 
Neben die von der p-zähligen Achse geforderte u-Regel (63), (66) tritt zusätzlich 
eine von der Spiegelebene geforderte Auswahlregel, die gleichzeitig befolgt werden 
muß und die sich auf folgende Weise ergibt. Wendet man (31) auf die Kompo- 


20) u und J fungieren als reine Rechengrößen. 
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nenten des Dipolmoments an*), so ergibt sich 


wobei rechts noch Gl. (58) benutzt und Av = »;— », ist**). , 


D.h. es kann sein 
Pi, 0 nur wenn S;=S, 
Py, 0 nur wenn S;=—S, (78) 


v 


#0 nur wenn S;= 8S, . 


Es sind also entweder X,, und Z;,, d.h. die in der Spiegelebene liegenden Kom- 
ponenten erlaubt und Y,,, die auf der Spiegelebene senkrechte Komponente ver- 
schwindet, oder es ist umgekehrt. Ersteres ist der Fall bei Übergängen zwischen 
Zuständen mit gleichem, letzteres bei Übergängen zwischen Zuständen mit un- 
gleichem Spiegelungsfaktor S. In der xy-Ebene drehende Dipole (P,+iP, + 0) 
kommen also nicht vor. 

Da bei Entartung die zusammenfallenden Zustände so bestimmt sind, daß 
sie Zustände der zyklischen Klassen sind, wird hier einfach die Regel für Ay (63), 
(66) auf die zusammenfallenden Übergänge getrennt angewandt. Die Polarisation 
der resultierenden Linie ergibt sich also aus der Überlagerung mehrerer Einzel- 
linien bekannter Polarisation. 


Im einzelnen ergibt die gleichzeitige Befolgung der Drehungs- und der Spiegelungs- 
regel folgendes Bild: 

a) p= 2, C,,. Ist die Elektronenzahl N gerade, so sind alle Zustände einfach. Die 
Ayu-Regel (63), (66) verlangt, daß nie z- und x-Komponente gemeinsam, die Spiegelungs- 
regel (78), daß nie x- und y- sowie y- und z-Komponente gemeinsam auftreten. Jeder 
Dipol ist also parallel zu einer der drei rhombischen Achsen orientiert. Ist dagegen die 
Elektronentahl N ungerade, so sind alle Zustände doppelt, und es ist nur die Au-Regel 
anzuwenden. Da zwei Zustände mit u. = + 4 zusammenfallen, fallen parallel und senk- 
recht zur 2-zähligen Achse orientierte Dipole zusammen, d.h. die resultierenden Dipole 
haben im allgemeinen zu jeder der drei rhombischen Achsen eine nicht verschwindende 
Komponente (Dipole mit drei Freiheitsgraden). Die Intensitätsverteilung auf die drei 
Komponenten hängt ganz von der speziellen Form und Größe des im Einzelfall vor- 
handenen Störfeldes ab. 

b) Wirtelige Klassen, p > 3. Da alle einfachen Zustände zu „u = 0 oderu = p/2 > 1 
gehören, kommen zwischen ihnen nur Übergänge mit Au = 0 vor, d.h. der Dipol liegt 
in allen Fällen parallel zur Deckachse. Durch die Bedingung (78) wird die Zahl der er- 
laubten Übergänge weiter beschränkt auf diejenigen, bei denen sich der Spiegelungs- 
faktor nicht ändert. Die Übergänge zu den entarteten Termen, für die allein die Regel (63), 
(66) gilt, führen wegen des Zusammenfallens verschieden polarisierter Übergänge zu Dipolen 
mit zwei Freiheitsgraden in der Ebene senkrecht zur Achse oder sogar zu Dipolen mit 
drei räumlichen Freiheitsgraden. 


16. Diederklassen, Spalte 5 von Tab. 1 
— Entartung ist dieselbe wie bei den zyklischen Klassen mit vertikalen 
Spiegelebenen, nur daß der Drehungsfaktor D(y) an die Stelle des Spiegelungs- 
faktors $ tritt. Unter Benutzung von (57), (58) ergibt sich für die Komponenten 


21) An dieser Stelle ist es vorteilhafter, die x- und y-Komponenten getrennt und nicht 
in der Kombination der Gl. (65) zu behandeln. 
x 22) Hier haben J und » nur den Charakter von Rechengrößen. 
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d.h. es kann sein eae 
+9, nur wenn D(y);=— D(y), d.h. +1 
Py ix nur wenn D(y);= D{y), d.h. 


ist. Da die den Übergängen zwischen den einfachen Zuständen entsprechenden 
Dipole auf Grund der Au-Regel in den wirteligen Klassen (p > 3) immer parallel 
zur z-Achse, liegen, muß sich also der D (y) bzw. » bei den Übergängen ändern. 
Für p = 2(D,) liegt jeder Dipol wie bei C,, parallel zu einer der rhombischen 
Achsen. 


17. Zyklisch-inverse Klassen mit Spiegelebenen, Spalte 6 von Tab. 1 

Zu der von der Drehinversionsachse verlangten Regel (73) tritt die durch die 
Spiegelebene geforderte Regel (78) hinzu. Auch hier entsprechen den Über- 
gängen zwischen einfachen Zuständen immer Dipole parallel zur z-Achse. Es 
müssen also die für die z-Komponente gültigen Teile der Regeln (73) und (78) 
erfüllt sein. 

18. Diederklassen mit Symmetriezentrum, Spalte 7 von Tab. 1 

Das Symmetriezentrum verlangt zusätzlich zu (63), (65) und (80) die Befolgung 

der Laporteschen Regel (76). 


IV. Anwendungsbereich der Theorie 


Die oben entwickelte Theorie läßt sich ohne weiteres auf folgende beiden, schon 
von Bethe a.a.O. unterschiedenen Grenzfälle der Kopplung anwenden: 

1. Die Kristallfeldaufspaltung ist klein gegen die Multiplettaufspaltung, d.h. 
die Störung durch den Kristall klein gegenüber der Spin-Bahn-Wechselwirkung. 
Dann ist die Quantenzahl J mit guter Annäherung auch noch im Kristall definiert 
und die Aufspaltung der Terme wird durch eine Störungsrechnung geliefert, bei 
der die Spin-Bahn-Wechselwirkung bereits in den Ausgangszuständen nullter 
Näherung berücksichtigt ist. Dieser, z. B. bei den Salzen der Seltene-Erden reali- 
sierte Fall ist oben durchgeführt worden. 

2. Die Kristallfeldaufspaltung ist umgekehrt groß gegen die Multiplettauf- 
spaltung, d.h. die Störung der Terme durch das Kristallfeld ist groß gegenüber 
der Spin-Bahn-Wechselwirkung. Doch soll sie gegenüber der Coulombschen 
Wechselwirkung der einzelnen Elektronen noch als so schwach angesehen werden, 
daß auch im Kristall die Quantenzahlen Z und S noch mit guter Annäherung de- 
finiert sind. Dieser Fall ist z. B. bei den Salzen der Eisenreihe des Periodischen 
Systems realisiert. Wir vernachlässigen also zunächst die Spin-Bahn-Wechsel- 
wirkung sowie einen etwa vorhandenen sicherlich sehr schwachen magnetischen 
Anteil des Kristallfeldes völlig. Dann sind die Zustände nullter Näherung im Kri- 
stall einfach Produkte einer vom Bahndrehimpuls LZ bestimmten Ortsfunktion 
und einer Spinfunktion 


U,; 8 Sy) = Ug; (81 - Sy) (81) 
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und vor Einschalten des Kristallfeldes fallen (2 Z-+ 1) (2S + 1) solche, zu vor- 
gegebenen Werten von Z und S gehörige Zustände zusammen. Die Frage nach den 
Symmetrieeigenschaften dieser Funktionen und nach dem Grad der Aufspaltung 
beim Einschalten des Kristallfeldes beantwortet sich folgendermaßen: Da das zu- 
nächst rein elektrisch gedachte Kristallfeld merklich nur auf die Bahnbewegung 
der Elektronen wirkt, nicht aber auf den Spin, ist die oben entwickelte Theorie 
zunächst auf die Bahn allein anzuwenden, indem man L mit J identifiziert. Läßt 
man nun in höherer Näherung die Spin-Bahn-Wechselwirkung und den magneti- 
schen Anteil des Kristallfeldes wirken, so spalten auch die Spinzustände schwach 
auf und man hat die Theorie zum zweiten Male anzuwenden, indem man nunmehr 
S mit J identifiziert, d. h. jeder der (2 Z + 1) (28 + 1) Zustände ist durch Sym- 
metriefaktoren 


im 
DL, (z) DL, (y) SL I, (82) 
der Bahn und zusätzlich durch Symmetriefaktoren a 
ing — 
Dg(y) = &*, Sg, Is (83) 


des Spins gekennzeichnet. Geht man wieder auf die Pauli-Zustände eines Spin- 
elektrons zurück, so erhält man die Symmetriefaktoren der Bahn (82), indem man 
in den oben angeschriebenen allgemeinen Formeln 


. 
Ix = M = My (84) 
setzt, die Symmetriefaktoren für den Spin (3), ndemman 
ty =0, my = (8) 


setzt. 
Die Matrixelemente P,;, (9 = x, y,2) für elektrische Dipolstrahlung ergeben 
sich wegen (81) ebenfalls als Produkt eines Bahn- und eines Spinfaktors 
* 
. (86) 
Damit P,;. + 0 sein kann, darf keiner der beiden Faktoren verschwinden. Das 
bedeutet zunächst für den Bahnanteil, daß für seine Symmetriefaktoren (82) die 
im Abschnitt III abgeleiteten Auswahlregeln gelten. Für den Spinfaktor bedeutet 
_ es wegen der Orthogonalität der &(s) und 4 (s), daß ug, und wg, bis auf die Werte 
der konstanten Faktoren dieselben Funktionen sein müssen. D.h. es gilt zunächst 
mit der Schärfe, mit der $2) definiert ist, das Interkombinationsverbot 
AS = 0 nern (87) 
und ferner gelten die Regeln Pe 
Aus = 0, Avy = 0, S; = Se: = 
Die erste dieser Regeln geht in der Grenze p = ooin die bekannte Regel 


(88) 


N 
AM; A= Ms = 0 
des Paschen-Back-Effektes über, bei dem die Spin-Bahn-Entkopplung durch 
ein homogenes Feld hervorgerufen wird: 


23) Verwechslungen zwischen der Spinquantenzahl $ und der Spiegelungsquanten- 
zahl $, sind wohl nicht zu befürchten. 


Göttingen, II. Physikalisches Institut. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 8. März 1947.) 
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Elektronenterme und Strahlung von Atomen in Kristallen ‘ 


we 


Von K. H. Hellwege 


In den 27 nicht kubischen Symmetrieklassen werden die Auswahlregeln für 
die Kristallquantenzahlen bei maguetischer Dipolstrahlung abgeleitet *). : 


Nachdem die Experimente von Deutschbein!) und Rosa?) gezeigt haben, 
daß in den Spektren der festen Salze der Seltenen Erden auch Linien vorkommen, 
die auf magnetische Dipolstrahlung zurückzuführen sind, ist es für die Deutung 
der Spektren von Wichtigkeit, neben den früher?) abgeleiteten Auswahlregln 
für elektrische Dipolstrahlung auch die Auswahlregeln für magnetische Dipol- __ 
strahlung zu kennen. Sie werden im folgenden abgeleitet in engem Anschluß an | 
die Arbeit I. Folgende Ergebnisse dieser Arbeit werden für unsere Zwecke über- 
nommen: 1. der Aufbau der Zustände eines freien Atoms aus Paulischen Zuständen 
der einzelnen Spinelektronen und das Symmetrieverhalten dieser Atomzustinde, = 
2. Aufbau der Zustände im Kristall aus den Zuständen des freien Atoms, 3. de 
Transformationseigenschaften der Zustände im Kristall beiden in den verschiedenen 
Symmetrieklassen vorkommenden voneinander unabhängigen Symmetrieopera- = 


tionen. Dies sind die Drehung !- 0 ol um die Hauptachse (z-Achse), die Drehung © 


{0% 0} um die Nebenachse (y-Achse) *) und die Inversion am Kern (Koordinaten- _ 
anfang). Die Kenntnis dieser Tatsachen genügte in der früheren Arbeit bereits zur 
Gewinnung der symmetriebedingten Auswahlregeln für elektrische Dipolstrahlung, 
da die Operatoren der elektrischen Dipolkomponenten zu den Zuständen, auf die sie _ $ : 
wirken, einfach multiplikativ hinzutreten und somit getrennt transformiert werden. 
Dies ist jedoch bei den Komponenten des magnetischen Dipolmomentes h 


e = 1,60 - 10-1? Amp. sec (1) 7 


= 1,26 - 10-* Volt sec Amp.-! m! 


*) Ein Teil der Ergebnisse ist ohne Beweis auch in einer inzwischen erschienenen 
kurzen Übersicht enthalten: K.H.Hellwege, Nachr. Akad. Göttingen, Math. — 
Klasse 1947, S. 37. 

1) O. Deutschbein, Ann. Physik (5) 36, 183 (1939). 
*) A. Rosa, Ann. Physik (5) 48, 161 (1943). 
3) K. H. Hellwege, Ann. Physik (6) 4, 95 (1948) im folgenden mit I zitiert. 


*) Zur Definition dieser Drehungen siehe I. aa 
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nicht der Fall. Deshalb muß neben dem Symmetrieverhalten der Elektronen- 
zustände im Kristall u (x, y,2,) auch das der Funktionen (M,+iM,)u, 
(M,—iM,)u, M,u untersucht werden. Dabei gehen wir wieder von den 
Paulischen Zuständen eines Spinelektrons aus. 


II. Zustände eines Spinelektrons 


Die beiden Zustände mit 5j=1 + } eines Spinelektrons im Zentralfeld sind 
nach Pauli 
Pi 4, m (TOD) = dp) 'n, () 
wobei / den Bahndrehimpuls, j den gesamten Drehimpuls und m dessen z-Kompo- 
nente mißt. Ferner sind definiert 


7 


l—m+} iFm+1 
(m) = R„ı(r) | bj .4(m) = R,,,(r) | (3) 
Es ist 
(m) = — b; (m), (m) = (m) 
und 


4.4 (m) = — b),4(—m), (m) = (—m). 

Nach den elementaren Gesetzen des Drehimpulses ist (j = 1 + }) esi 
(m, + im,)Pjm = rim = (m) Yımı3&+ BF (m) Yım+? 
m — im Pin = Sim = A; (m) + B, (m) Yım-z 9 


M,YP;m = tim (m) + D; (m) 


A; (m) = [— a; (m) m + 4) (I+ m re - 4) + 26; (m)] 
Bj (m)= —b, (m) Y m— }) (l+m-+ 4)-"p 


A; (m) = —a,(m)\ (1+ m—}) (l—m+ up 09) 
BF (m) = [—b, (m)Y m+ 3) + 4) 2a, ( 
4 C; (m) = a, (m) (m+ 3) up war = 
D, (m) = 6; (m) (m — }) up; 
HB= _ 1,17 - 10-2? V sec m (10) 


das Bohrsche Magneton ist. Wegen (5) bestehen also zwischen diesen Koeffi- 


zienten die Relationen 


A; (m) = Bj (—m) 
Bj (m) = 

0, (m= (—1)i-!-# D; (—m) 
D, (m) = (—1)i-"-# 0; (—m), 
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III. Symmetrieverhalten der Funktionen r, s, ¢ 
Wir behandeln zunächst Drehungen {x 0 0} um die z-Achse. Es ist — u 


und somit unter Berücksichtigung der Tatsache, daß die Y,,,, (9) vong wie e'™? ab- 
hängen und wegen I (9) nach (6), (7), (8) 


jm (TOD) = (1 + x) = (12) 
tm (199) = tym (Ig). 


Ebenso einfach erledigt sich die Inversion. Jede Kugelflächenfunktion Y,,, 
multipliziert sich bei der Inversion mit (—1)’, während die Spinfunktionen unge- 
ändert bleiben [s. I (10)]. Demnach ist 


Tim (x y 2) (—1)! “Tim (2’, y’, 2’) (15) 


und genau so verhalten sich s,,, und £, 


jm 

Etwas komplizierter ist dagegen das Verhalten bei der Drehung {0x0}, d.h. 
der Kippung um die y-Achse. Hier erhält man, wenn man auf die Definition der 
Kugelfunktionen und auf I (9) zurückgeht, wegen a 


im 


leicht x 


Tim (rd = Tim (r’, a— 
= {Bj (m) Yı,-m-3 (8 & + AF (m) Yı,-m-, ¢’) 


Das ist aber wegen (11) und (7) identisch mit 


Fim (Op) = {Aj (—m) Yi, (9 & + By (—m) (9 7} 


= 8g’). . 
Auf dieselbe Weise ergeben sich die Beziehuitgen 


IV. Symmetrieverhalten der Zustände des freien Atoms 


Wie in der Arbeit I vernachlässigen wir auch hier wieder zunächst die Wechsel- 
wirkung der Elektronen untereinander. Dann sind die Zustände des Atoms einfach 
Produkte der Zustände der einzelnen Elektronen: 


| 
3 Yu = Il 9, On Pr) - 


k=1 


§ 


u, 
len 
nd 
(2) 
J0- 
| 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
| 
ffi- 
(19) 
9* 
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Die endgültigen Zustände ergeben sich aus ihnen durch nie 
Es ist jedoch in I gezeigt worden, daß sich die wahren Zustände bei den in den 
Kristallen vorkommenden Symmetrieoperationen nicht anders transformieren als 
die Produkte yy,, so daß es für unsere Zwecke genügte, nur das Transformations- 
verhalten der wy, zu betrachten. Genau dasselbe gilt nun auch für die bei der 
magnetischen Dipolstrahlung interessierenden Funktionen 


Ryu=(M,+ ıM,) va = & (m, + tmy)x Yu 


N 


> 


Ty = M,yy= = YM “Ae 


abe 
x (28) 


Es treten nämlich, wie sich sofort zeigen wird, auch zu diesen Funktionen bei den 
Symmetrieoperationen nur Faktoren hinzu, die für alle linear kombinierenden 
Produkte (19) dieselben sind). D.h. es genügt, sie für eines der yyy zu bestimmen. 


also unter yy von nun an die endgültigen Zustände des freien Atoms verstehen. 
Gegenüber, den im Kristall vorkommenden Symmetrieoperationen verhalten sich 
die Funktionen (20), (21), (22) folgendermaßen: 


{x 00} um die z-Achse 

Da sich die Kugelflächenfunktionen Y,,m +4 wie ei(m + +)? transformieren, trans- 

formieren sich nach I (9) jedes p,,, wie e'™®. D.h. unter Berücksichtigung von 
(20), (21), (22) und (12), (13), (14) ist 


Ry (r,9,9,) = Ru (ris Ge + a) = et Ry (23) 
(7%, = Sor Ge + a) = + Sys (rj, (24) 


2. Inversion 


Da sich die Funktionen r, „,» 8; my ti, m, nach (15) ebenso wie m, einfach 
ee mit (—1)* multiplizieren, folgt aus (20) 
DIA 
Ru 2) = Rn — — = (—1)* Ru (an 2) (26) 
und dieselbe Beziehung gilt für Sy und Tu. a Ai his 


Da im folgenden nur das Symmetrieverhalten der Zustände interessiert, können wir ' 


Desl 


vor, 


herv 
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“a | Annalen der Physik. 6. Folge. Band 4. 1948 
2 
; 
N (21) N 
bina 
— 
ri 
_ 
4 
D 
magr 
ah | 
D 
| 
der z 
keit 
— feldes 
| Symn 


on. 
len 

als 
ns- 


der 


20) 


(21) 


: 


3. Drehung {077 0} um die y-Achse 
Bei dieser Drehung transformieren sich die 9, ,,, gemäß 


Deshalb folgt aus (20), (21), (22) sowie (16), (17), (18) at) A 


k . S_u (x Yi (28) 


-M 
(29) 


Ry Y%%) = Ru = 
(% Yu %) = Su = —e \* 


Ty Yu %) = —a) =—e \* y 22). (30) 


Nun kommen in den Diederklassen, die ja gerade durch die Drehung {0 0} 
charakterisiert sind, nach I die yy in den einfachen Zuständen nur in den Kom- 


id 


Ad 


vor, aus denen durch die Operatoren M,+ M,, M,— M » M. die Funktionen 
TuteM"Ty (32) 


hervorgehen, und diese transformieren sich auf Grund von (28) bis (30) in der fol- 
genden Weise: 
ind 


(Rute Fe * (Su tei™* S_y) (xp (33) 


(Sut Fe * (Ru tei!" (ti yee) (34) 
indj 


(Ty y) Fe Ty) (ay %)- (35) 


Damit haben wir bereits alle Hilfsmittel in der Hand, die Auswahlregeln fiir 
magnetische Dipolstrahlung herzuleiten. 


V. Symmetrieverhalten der Zustände im Kristall und Auswahlregeln 


Wir behandeln nacheinander die verschiedenen Symmetrieklassen in der An- 
ordnung der Tabelle 1 aus der Arbeit 1. 


1. Zyklische Klassen, Spalte 1 
Die Zustände nullter Näherung®) im Kristall sind Linearkombinationen *: ie 


w= az ya (36) 


= 

fe 
er zum gleichen J gehörenden wy, in denen nur die der Bedingung (p = Zählig- 
keit der Deckachse) 


M = u (mod. p) (37) 


6) Da das Symmetrieverhalten der Zustände im Kristall von der Stärke des Kristall- 
feldes nicht abhängt, genügt es, die nullte Näherung zu betrachten. Die Ergebnisse von — 
Symmetriebetrachtungen gelten dann in jeder Näherung. 


(Te Yu =) = Piym, Ye — Ae) = (Ze Ye (27) 
22) 
den 
den 3 
nen. 
wir q 
hen. 
sich 
von 
| 
(23) 
= 
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genügenden M wirklich mit nicht verschwindenden Koeffizienten vorkommen, 
Dabei ist 


7 
o=0,41,42,...4 [4] ) 
bei gerader Elektronenzahl N und * Br 


‘ 
bei ungeraden N. Bei jeder Drehung [= , 0, 0! multipliziert sich nach I jedes der 


2% 
yu und damit mit dem Faktor Diz) =e ”,d.h.esist 
WERE... 
u; (1p: Pe) = U; (ri. + =) = 6 U; Ok GE) - (39) 


Nach (23) und (37) multipliziert sich also die Funktion (M, + i M,) u mit dem 
Faktor 

i(u+ y= 
2 


Danach gilt für das dem Übergang zwischen dem i-ten und k-ten Zustand zuge- 
ordnete, im negativen Sinn in der x, y-Ebene umlaufende magnetische Dipolmo- 
ment die Bedingung 


(uw (rdp), (M,+i (u. (rd q)) 


=e (u; 8g’), (M, + M,) u, (r’ 
\ 
-i(Au- 
wenn 


Au=w— ; (41) 
gesetzt ist. Hieraus folgt sofort die Auswahlregel, daß dies Matrixelement nur dann 
von Null verschieden sein kann, wenn der Exponentialfaktor den Wert 1 hat, d. h. 
1. = + 1 (mod. p) (42) 


ist. Ganz analog ergeben sich auf Grund von (24) und (25) die Auswahlregeln fiir 
die beiden anderen Matrixelemente. Wir haben also die von der p-zähligen Haupt- 
achse aati verlangte Auswahlregel: Es kann sein 


—iM )a #0 nur wenn Ap =— 1 (mod. p) 


+iM,);,+=0 nur wenn Ap: (mod. p) 
(43) 


?) Die eckige Klammer bedeutet: Gebrochene Zahlen sind nach unten abzurunden. 


#0 nur wenn Ay = 0 (mod. p). 
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Wegen der Beschränkung des Wertevorrats für u durch (42) und (43) ist die letzte 
Regel identisch mit 

Au=0. (44) 


Die Regel (43) ist genau dieselbe wie die für elektrische Dipolstrahlung, s. I (63), (66). 


2. Zyklisch-inverse Klassen, Spalte 2 


2 
Hier wird zugleich mit der Drehung 1 0 ol die Inversion ausgefiihrt. Nennen 


wir wie in I den Faktor 
Zh 


so ist also, da für alle zum gleichen J, d.h. erst recht für alle zu w gehörigen py, 
I denselben Wert hat, nach (26) und nach der bei den zyklischen Klassen än- 
gestellten Überlegung 


(M,+iM )a=Iılıe ’(M,+iM,),: 
er 

q 


Hieraus folgt eine andere Auswahlregel für magnetische als für elektrische Dipol- 
strahlung [I, (73)]: 


(M,+iM,),, # 0 nur wenn entweder J;= I, Au = + 1 (mod. p) 
oder J; = — An=+ +(1 2) (mod. p) 
+ 0 nur wenn entwederI;= I,, Au = 0 (mod. p) 


oder J; = — I,, Au (mod. p) 


3. Diederklassen, Spalte 5 


Sie sind charakterisiert dadurch, daß zu der p-zähligen Hauptachse (z-Achse) 
noch eine zweizählige Deckachse senkrecht dazu hinzukommt, die wir in die y- 
Achse legen. Außer der Regel (43), deren Befolgung von der Hauptachse verlangt 
wird, muß demnach noch eine weitere Regel erfüllt sein: 


In den Diederklassen enthalten die einfachen Zustände uw nur Binome 
yu 4 e*™@* w_y, wobei nach I in einem Zustand « nur solche Binome vorkommen, 
die sich bei der Drehung {02 0} mit demselben Faktor 


-iaL jr 
* or (52) 
transformieren : 


2 


| 
(38) 
(38) 
| | 
— #8 | 
(41) 
ann 
.h. 
für 
13) 
« 


wer: 
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Daraus folgt, daß in den Gln. (33) bis (35) der Symmetriefaktor gerade gleich 
— D(y) ist. Benutzt man das und I (57), so folgt aus (33) bis (35) 


(M+ My) = (u; (Xp 2%); (M+ uy %Y %)) 
—D*(y); (u; (2 iM,) Yi. z,)) (55) 


und 
M,—iN,),.=— D*(y); Dy), (M, + i Myx, 
Ah. „ir (y); D(y)x ( 1M,)ix ) 
M, 4, =— D*(y); Diy), M; ike (58) 
D. h. k sei 
es kann sein 
M4, + 9, M, 0 nur wenn D(y); =— 4. h. Av = + 
(59) 


#0 nurwenn D(y,,= d.h.Avr=0 


Auch diese Regel ist, wie der Vergleich mit I (80) zeigt, genau dieselbe wie die 
für elektrische Dipolstrahlung. Die Diskussion des Zusammenwirkens dieser Regel 
mit der Au-Regel (47) ergibt dieselben möglichen Lagen der Dipole wie im elek- 
trischen Fall. Da nur für die einfachen Zustände der Faktor D (y) definiert ist, 
läßt sich (59) nur auf Übergänge zwischen solchen Zuständen anwenden. Jedem 
erlaubten Übergang entspricht dann (v gl. die Diskussion in I) ein Dipol parallel 
zu einer der drei rhombischen Achsen im Fall p = 2 (D,) und ein Dipol parallel 
zur z-Achse in den wirteligen Klassen p > 3. 


4. Zyklische Klassen mit vertikalen Spiegelebenen, Spalte 4 
Die Spiegelung an der zx-Ebene, in die wir die Spiegelebene legen, ist identisch 
mit der Drehung {0x0} und anschließender Inversion. Es ist also nach (53) und 
I (58) 
u; (Xp Y = Ye %) = Us 27) 


während nach (33) bis (35), und (26) > ge 3) 
(Ru + € % 2%) =— S (Su + S_y) (8, 2) 
(Sy + S_y) %%)=—S(Ruzt ei M= R_y) (x), z,) (61) 
a (Ty + eM*T_y) (Lp Ye %) =—S (Tu + ei M= T_y) (x), 
gilt. D.h. es ist : > 


(My + = (u (Xe Yu %), (M, + iM) Uy, 
=— SS, (M, is (62) 


und 
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und somit gilt die Regel: Es kann sein 


M, ix, +9, Mi, +9 nur wenn S,=— 8, 


#0 nur wenn S;= (63) 


Diese Regel unterscheidet sich von der für elektrische Dipolstrahlung [I (78)] 
wesentlich, denn sie erlaubt gerade die Übergänge, die jene verbietet, und umge- 
kehrt. Sie muß neben der A u-Regel (47) erfüllt sein. 


5. Zyklisch-inverse Klassen mit Spiegelebenen, Spalte 6 er 
Hier muß die Regel (63) zusammen mit der Regel (51) erfüllt sein. 


6. Klassen mit Inversionszentrum 


Zum Schluß ergeben sich die noch nicht behandelten Symmetrieklassen durch 
Hinzufügen eines Inversionszentrums zu den zyklischen (Spalte 3) bzw. Dieder- 
klassen (Spalte 7). D. h. es muß neben den unter 1) bzw. 3) behandelten Auswahl- 
regeln zusätzlich noch die folgende gelten: Es ist nach dem zu (26) Gesagten 


(M, + iM = (u; (% Yu 2%), (M,+ u. (2% Y 

= I, I, (u, (2, 22), (My + iM,) u, (2, %)) 


= 1,1, (M,+ iM,)ix 


D.h. es kann sein 


Mx, +9, My, +9, nurwenn 1,=1,. (65) 


Es sind also gerade diejenigen Übergänge für magnetische Dipolstrahlung erlaubt, 
die für elektrische Dipolstrahlung durch die Laportesche Regel verboten sind, 
und umgekehrt. 

Damit sind die Auswahlregeln für magnetische Dipolstrahlung in allen 27 nicht 
kubischen Symmetrieklassen abgeleitet. 

Als der entscheidende Unterschied zwischen den Auswahlregeln für magneti- 
sche und elektrische Dipolstrahlung ergibt sich das Verhalten bei Inversion: alle 
reinen Drehungen liefern für beide Strahlungen dieselben Auswahlregeln, bei der 
Inversion und bei Kombinationen der Inversion mit Drehungen (Drehinversions- 
achsen, Spiegelebenen) jedoch sind die Auswahlregeln für den Inversionsfaktor I 
gerade entgegengesetzt. 
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Elektronenterme und Strahlung von Atomen in Kristallen 
III. Elektrische Quadrupolstrahlung 
| Von K. H. Hellwege 
(Mit 1 Abbildung) 


Inhaltsiibersicht 


In den 27 nicht kubischen Symmetrieklassen werden die Auswahlregeln fiir 
die Kristallquantenzahlen bei elektrischer Quadrupolstrahlung abgeleitet *). 


I, Einleitung 


In zwei früheren Arbeiten sind die symmetriebedingten Auswahlregeln für 
elektrische!) und magnetische?) Dipolstrahlung in Kristallen abgeleitet worden. 
Die vorliegende Arbeit behandelt dasselbe Problem für elektrische Quadrupol- 
strahlung. 


Die Kenntnis der Auswahlregeln für alle drei Strahlungsarten ist erforderlich 
zur Deutung der Spektren von Kristallen mit schwacher Absorption, da es sich hier 
im allgemeinen um Übergänge handelt, für die die elektrische Dipolstrahlung der 
freien Atome (bzw. Ionen oder Moleküle) verboten wäre. Es handelt sich also ent- 
weder um elektrische Quadrupolstrahlung oder magnetische Dipolstrahlung oder 
um die sogenannte durch das Kristallfeld ,,erzwungene elektrische Dipolstrahlung“, 
deren Intensität nur von derselben Größenordnung ist wie die der magnetischen 
Dipol- und der elektrischen Quadrupolstrahlung. In dem von van Vleck?®) be- 
handelten Fall der Salze der Seltenen Erden z. B. kann im Prinzip eine Spektral- 
linie aus allen drei Strahlungsarten gemischt sein, und nur die vollständige Kenntnis 
ihrer Auswahlregeln ermöglicht die Ausschließung der einen oder anderen Strahlung. 

Da die kubischen Klassen optisch isotrop sind, sind sie nicht mitbehandelt. 
Die Darstellung schließt sich aufs engste an die Arbeit Ian. Es wird also voraus- 
gesetzt, daß Träger der Strahlung ein einzelnes Ion oder Atom im Kristall ist, 
dessen Zustände durch das Kristallgitter gestört und durch ihr Transformations- 
verhalten gegen die Deckoperationen des Gitters gekennzeichnet sind (Einatom- 
Modell). 

Sind (r,d,9,) die Koordinaten des i-ten Elektrons im strahlenden Atom, so 
sind die Matrixelemente der folgenden Operatoren für die Übergänge zwischen den 


*) Ein Teil der Ergebnisse ist ohne Beweis auch in einer inzwischen erschienenen 
kurzen Übersicht enthalten: K. H. Hellwege, Nachr. Akad. Göttingen, Math.-Phys. 
Klasse 1947, 8. 37. 5 

1) K. H. Hellwege, Ann. Phys. (6) 4, 95 (1948), im folgenden mit I zitiert. 

*) K. H. Hellwege, Ann. Phys. (6) 4, 127 (1948). 
%) J. H. van Vleck, J. physic. Chem. 41, 67 (1937). 


Zusti 


rege 


den 
Gle 


2 \ 
Se 
I 
Arbe 
I 
mit 
und 
#4 
Ad - 
Bis: 
FR a 
1 
Fe 
9 
Bs 
ko 


1 für 


len 
vs. 


K. H. Hellwege: Elektrische Quadrupolstrahlung 


Zuständen %, und u, zu bestimmen‘®): 


=e Sz =eSricod \ (1) 
i i 
=e 2; (ej = eS cos J; sind; er ie (3) 
a 


Da sich die Koordinaten aller Elektronen gleich transformieren, wird im fol- 
genden das Summenzeichen fortgelassen. Das Indexpaar 7k, das den Ubergang 
von u, nach u, bezeichnet, wird oben an Q geschrieben. 


II. Die Auswahlregeln 
Die Symmetrieklassen werden wieder nach den Spalten der Tabelle 1 aus der 
Arbeit I zusammengefaßt. 


1. Zyklische Klassen C, 


Hier ist nach I 
233 


u(rdg) = e u(r’ 


und somit’) 
Qi: = (u;, 2 u,) = e (u; (r OG), 7? co®d u, (r q)) 


2 


ik 
4 
Genau dieselbe Beziehung gilt für Q,:,,, so daß sich also folgende Auswahl- 
regel ergibt: Es kann sein 
40, +0 nur wenn Au = 0 (mod. p), (5) 
denn nur dann hat die Exponentialfunktion auf der rechten Seite der vorigen 
Gleichung den Wert 1. Für den Operator (3) ergibt sich auf dieselbe Weise 


3 git (r+ iy) = elu, (r r? cosd sind u, (r 


an 
—i(Ap 1)— 


ik 


D.h. es kann sein 


gi. =O nur wenn Au = -+ 1 (mod. p). (6) 
Ferner ist 
im = e (u, (rdgy), sin? 
22 
-i(4pF2)— 
ik 


4) Die Darstellung folgt hier A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinie n 2. Band, 
2. Auflage, Braunschweig 1944, Seite 728ff. 

5) Die runde Klammer bedeutet das Skalarprodukt, also Integration iiber die Raum- 
koordinaten und Summation über die Spinkoordinaten aller Elektronen. cr 
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also kann sein 


Qik. iy» nur wenn Au = + 2 (mod. p). (7) 
Im triklinen Fall (p = 1) erfüllt jeder Übergang alle drei PERF 
gleichzeitig, für p = 2 erfüllt ein Übergang entweder die beiden Regeln (5) und (7) 
gleichzeitig oder aber (6) allein, für p = 3 dagegen entweder (5) allein oder (6) 
und (7) gleichzeitig, während für p = 4 und p= 6 bei einem Übergang jeweils 
höchstens eine der drei Auswahlregeln erfüllt sein kann. Im zylindersymmetri- 
schen, speziell homogenen Feld (p — co) gehen die Regeln in die bekannten Aus- 
wahlregeln 


AM=0, +1, +2 


fiir die magnetische Quantenzahl M beim Zeeman-Effekt von re 


2. Zyklisch-inverse Klassen 


d. h. ar ER 


Daraus folgt 
= e (u, (r Og), r? cos? du, 


9 2 


ik 
d.h. es kann sein nee pe 
Qi? +0 nur wenn Apu, = 0 (mod. p), 
was sich mittels (11) auch so formulieren läßt: es kann sein 
"+0 nur wenn entweder I;= I, und Au= 0 (mod. p) 


(13) 
oder =—IJ, und A (mod. p). 
+0 nur wenn Au,;= + 1 (mod. p) (14) 
und 
Qi, pp +0 nur wenn Au;=+2(mod.p) (15) 
oder, wenn man mit (10) bzw. (11) auf ~ umrechnet; es kann sein or 
iy) +0 nur wenn entwederJ,;= J, und Au = + 1 (mod. p) ; (16) 
1 Ty — und Au = + (1 + 4) (mod. p) 
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Qi. iyy #0 nur wenn entweder J;= J, und Au= + 2 (mod. p) 


(17) 
oder J; =— J, und u=-+ (2 +. 3) (mod. p) . 


8. Zyklische Klassen mit Inversionszentrum 


Hier ist 
mit , , 


und da in allen Operatoren (1) bis (4) die Koordinaten quadratisch auftreten, sich 
also bei der Inversion nicht ändern, muß neben (5) bis (7) die Auswahlregel 


I,= 1, (18) 


erfüllt sein. Es kombinieren also nur gerade mit geraden und ungerade mit unge- 
raden Zuständen. 


4. Zyklische Klassen mit vertikalen Spiegelebenen C,, 
Hier gilt für die einfachen Zustände 
Deshalb gelten zwischen den einfachen Zuständen die folgenden Auswahl- 


regeln: Es ist 
Qi =e (u; (yz), 22 uy, (x yz) = STS, (u, (a’ y'z’)) 


git #0 nur wenn S; = (19) 
Dieselbe Regel gilt fiir Es ist ferner 
ik nik 
Demnach kann sein 
Qik+0 nur wenn S, = S, (ac 
) 


+0 nur wenn S =—S,. 


Diese beiden Matrixelemente können also nur getrennt vorkommen, nicht etwa 
mit der Phasenverschiebung 2/2 überlagert, wie in den zyklischen Klassen ohne 
Spiegelebenen (Regel (6)). Ebenfalls kann Q,, .. iy» nicht vorkommen, denn es folgt 
aus der obigen Spiegelungsbedingung sofort 


ik ik 
Qasin = Si Se 


| 
und 
% 
a 
(10) 3 
(11) | 
ay 
y 
(12) | 
2 
(13) 
wo 
(14) 
N k 
= 
3 | 


. die beiden Bestandteile können nur getrennt auftreten: 


+0 nurwenn S; = 
21 
+0 nurwenn S;=—S,. (al) 


: Wegen der zyklischen Symmetrie gelten neben diesen Regeln auch die Regeln 
(5) bis (7). Das führt im einzelnen zu folgenden Verhältnissen: 


a) Gerade Elektronenzahl i 
a) p= 2,C,,. Da alle Zustände einfach sind und zu u = 0 oder u = 1 gehören, 
können nur Übergänge mit Au = 0, + 1 vorkommen. Ap = 2 (mod. 2) ist identisch mit 
Au = 0. Also gibt es folgende Übergänge: 


y y ik ik ik 
1 oJ 8, = &,: ’ ’ +0 
Au = 

‘ Ss. = S h 


S,=—S8,: QF +0. 

B) p = 3, C;,. Einfach sind nur die Zustände mit u = 0, also kommt nur Au = 0 
vor, und zwar muß dabei S; = S, sein und es kann dann Qf + 0 und Gr + 0 sein. 
y) p = 4, C,,. Da die Zustände mit 4. = 0, 2 einfach sind, können nur Übergänge mit 

Ap = 0, + 2 vorkommen, d.h. die Übergänge 


iy | 8; S,: a 
ls,=-—s,: +0. 


8) p = 6, C,,. Einfach sind die Zustände mit u — 0,3, so daß also nur Übergänge mit 
Au = 0 vorkommen: 
Ap=0, 


b) Ungerade Elektronenzahl! 

Hier gibt es überhaupt nur bei p = 3 d.h. in C,, einfache Zustände, die alle zu 
a = 3/, gehören. Also kommt nur Au = 0 vor, und es muß sein S; = S,, wobei dann 
und y von Null verschieden sein kénnen. 
Für alle Übergänge, bei denen mindestens einer der beiden Terme entartet ist, gelten 


allein die Regeln (5) bis (7) für die zyklischen Klassen. a as 


u(xyz)=D(y) -u(z y 2) -u(2’ y’ 2’) 
y=+y, ?2=—2. 


iy 
Daraus ergeben sich für die Übergänge zwischen einfachen Zuständen die Glei- 
chungen 


= DE (y) De 


Qi. = DP (y) De (y) Qe 


und 


I 
D(y) 


auch 


I 
Spek 
werd 
elem 
Pola 


geo 
gege 


Dab 
den 

punl 
Einh 
kern 
läuft 
senk 
man 
die 

Meri 
(Abl 


140 Annalen der ‘Physik. 6. Folge. Band 4 948 
~ 
D 
£ ’ . 
sem 
‘ 
4 
on Er 
‘ 
. F 
z 
: 
| 
a Hier eilt { lie einfachen Zustäı ry formationsbedingung 
‘PEE 
FE 


(21) 


geln 


ren, 
mit 


mit 


> zu 
ann 


Iten 


‚lei- 


AM H. Hellwege: Elektrische Quadrupolstrahlung rat 141 


Hieraus folgen zunächst die Auswahlregeln 
Q*+0, nur wenn D,(y) =D, (y). (22) 


ik ik 
Dagegen können Q%z:iy) und Q(z jy) gar nicht vorkommen, sondern es kann 


en 
nur wenn D;(y)=D,(y), d.h. v=0 


ik (23) 
Qyz+ nur wenn D;(y) =—D, (y), d.h. Ay= + 1 
und 
y=O nur wenn D;(y)=D,(y), d.h. dv=O (2 
ik ) 
#0 nur wenn D;(y)=—D,(y), d.h. dy= +1. 


Die Regeln sind also dieselben wie bei den C,,,., wenn man nur S (z x) durch 
pw? 


D(y) ersetzt. Ihr Zusammenwirken mit den Drehungsregeln (5) bis (7) gibt also 
auch dasselbe Bild wie dort. 


6. Zyklisch-inverse Klassen mit Spiegelebenen 


Es gelten gemeinsam die Regeln (13) bis (17) und (19) bis (21). 


7. Diederklassen mit Inversionszentrum 


Es gilt neben den Regeln (5) bis (7) und (22) bis (24) noch die Regel (18). 


II. Zusammenhang zwischen Matrixelementen und Strahlungsfeld 


Da im Experiment außer der durch die Auswahlregeln bestimmten Anzahl der 
Spektrallinien auch ihre Polarisation bei der Deutung der Übergänge benutzt 
werden muß, besteht noch die Aufgabe, den Zusammenhang zwischen den Matrix- . 
elementen (1) bis (4) einerseits und der räumlichen Intensitätsverteilung und der 
Polarisation der Strahlung andererseits herzustellen. Dieser Zusammenhang wird 
gegeben durch die Beziehung ®) 


) 
(u, er, (Zr) u,) + konjug. (25) 


Dabei bedeutet € die elektrische Feldstärke in einem unter den Winkeln ©, ® um 
den gegen den Atomdurchmesser großen Abstand R vom Atom entfernten Auf- 
punkt P, S den Strahlvektor, d.h. den 
Einheitsvektor in Richtung vom Atom- 
kern nach P. Der Ortsvektor r durch- 
läuft die Ladungsverteilung des Atoms, 
t, ist seine auf der Strahlrichtung © 
senkrechte Komponente. Bezeichnet 
man mit p und $ die Einheitsvektoren, 
die senkrecht zu © antiparallel zum 
Meridian bzw. Breitenkreis zeigen 
(Abb. 1), so ist 


rt, = (tp) p + (t9)$ (26) 


6) A. Sommerfeld, a.a. O. 736. 
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S, = sin O cos® ~,=—cosOcosH® 8,=sin® 
S, = sinO sin® py=—cosOsin® 3,=—cos®d (27) 
©, = cosO p,= 
d.h. 
tl =—(xcos O cos D + y cos O sin ®—z sin O) p + (x sin ®— y cos ®) 3 
(St) = xsinO + ysin@ sin® + z (28) 


Wir betrachten das entscheidende Skalarprodukt in (25) nur in folgenden, fiir 


das Experiment wichtigen Spezialfillen : (i, j, £ sind die Einheitsvektoren in Rich- 
tung der Koordinatenachsen): 


a) Sjjz,dh.O=0: 


(u, er, (St) u) = + Qi (29) 
(uy, ets (St) uy) = Qryi+ (30) 
v) Sily, d.h.O= 
tare (u, et, (St) = + Qik (31) 
1 ik i 1,i 
S/zdh 3 
€ = LOB LOH) p 
+7 


Hiermit ist das Strahlungsfeld bestimmt. Z. B. ist die von den Matrixelementen 
Q* und Qi y herrührende Strahlung nur schräg zur z-Achse beobachtbar, da diese 
Matrixelemente nur in ¢) vorkommen. Ist andererseits z. B. bei einem Übergang 
Q:(z+iy) # 0, so ist bei S ||z eine elliptisch polarisierte, bei & | z eine parallel 
z schwingende Strahlung zu erwarten. 


Göttingen, II. Physikalisches Institut. 
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‘vorhandene magnetische Aufspaltung durch die Linienbreite überdeckt?), so daß 


Elektronenterme und Strahlung von Atomen in Kristallen 


IV. Symmetrieentartung und Kramerssche Entartung 
Von K. H. Hellwege 
Inhaltsübersicht 


Für die 27 nicht- Zetochien Kristallklassen wird die Kramerssche Entartung 
der Elektronenterme in Kristallen untersucht *). 


I. Einleitung 


Beim Einbau eines Atoms oder Ions in einen Kristall werden seine Elektronen- 
terme durch das innerkristalline Feld aufgespalten. Bei genügend hoher Sym- 
metrie des Kristallfeldes ist diese Aufspaltung jedoch nicht vollständig, d.h. es 
wird bereits durch die Symmetrie des Problems eine angebbare Entartung der 
Elektronenterme im Kristall bedingt'). Dabei ist über die Natur des Kristall- 
feldes noch nichts vorausgesetzt. Nach allgemeiner Erfahrung ist jedoch das 
Kristallfeld als vorwiegend elektrisch anzusehen, d. h. ein etwa vorhandener magne- 
tischer Feldanteil ist so schwach, daß die Größe der von ihm hervorgerufenen Term- 
aufspaltung gegenüber der Aufspaltung durch das elektrische Feld vernachlässigt 
werden kann. Selbst bei den durch die Schärfe ihrer Linien bekannten Spektren 
der Salze der Seltenen Erden wird bei nicht extrem tiefen Temperaturen eine etwa 


es für die meisten Zwecke der Spektroskopie erlaubt ist, das Kristallfeld als rein 
elektrisch anzusehen. 
Dann tritt aber der bekannte Satz von Kramers?) in Kraft, nach dem sich zu 
aa Zustand eines Atoms mit N Spinelektronen 


As)= S--- VPs,--- ey (Uy -- Ty) ITS: Eier) (1) 

ein Zustand 9’ (s,) angeben läßt, der zum gleichen Eigenwert E wie ¢(s,) gehört. 
Der Zustand g’(s,) hat entgegengesetzten Drehsinn des Drehimpulses um die 


z-Achse wie @ (s,) und die analytische Form 


_ 


8 


*) Ein Teil der Secbitiins ist ohne Beweis auch in einer inzwischen erschienenen 
kurzen Übersicht enthalten: K.H. Hellwege, Nachr. Akad. Göttingen, Math.-Phys 
Klasse 1947, S. 37. 

1) H. Bethe, Ann. Physik (5) 3, 133 (1929); F.Hund, Z. Physik 48, 788 (1929); 
99, 119 (1936); Hdb. d. Phys. 2. Aufl. Bd. XXIV,, Berlin 1933;W. Opechowski, Physica 
7, 552 (1940); K. H. Hellwege, Ann. Physik (6) 4, 95 (1948), im folgenden mit I 
zitiert. 

2) Y.K. Chow, Z. Physik, 124, Heft 1, 2, 8. 42. 

3) H. A. Kramers, Proc. Acad. Amsterdam 33, 959 (1930). 
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Dabei enthält die Summe im Exponenten bei (— 1) jeweils genau die s,, die als 
x Indizes bei Q,, ... s„ stehen. Ist der Zustand g’ (s,), den wir im folgenden den ,,Kra- 
mersschen Zustand“ zu g(s,) nennen werden, bis auf einen konstanten Faktor mit 
py (8,) identisch, so wird durch die Tatsache, daß das Störfeld rein elektrisch ist, Die 
eine Entartung nicht gefordert, d.h. wenn keine Entartung aus andern Gründen 
vorliegt (Symmetrie !), ist der Eigenwert einfach. Ist jedoch q’ (s,) von (s,.) linear 
unabhängig, so sind ¢(s,) und @’(s,) miteinander entartet. Kramers hat gezeigt, | zusa 
daß im rein elektrischen Störfeld die Terme eines Systems mit ungerader Elek- nacl 
tronenzahl immer gradzahlig, d.h. mindestens zweifach entartet sind (Kra- 
merssche Entartung), während bei gerader Elektronenzahl einfache Terme vor- 
kommen können. Dieser Satz gilt bei beliebiger Form des Feldes, d.h. bereits 
ohne jede Voraussetzung über die Feldsymmetrie. und 
Für die Kristallspektroskopie ist demnach folgende Frage zu prüfen: Fallen 
von den im elektromagnetischen Feld gegebener Symmetrie noch ein- 
fachen (bzw. doppelten usw.) Zuständen zusätzlich Paare zusammen, wenn bei \ 
festgehaltener Symmetrie der magnetische Feldanteil zum Verschwinden, os 
d. h. der Kramerssche Satz zur Wirksamkeit gebracht wird, und Wie speziali- A 
sieren sich die Eigenfunktionen bei diesem Prozeß? Wir beantworten diese Frage on 
in enger Anlehung an die Arbeit I auf folgende Weise: Zu jedem Zustand «, nullter 
Näherung, d.h. bereits richtiger Symmetrie im Kristall wird der Kramerssche 
Zustand u; bestimmt. Ist u; mit u, identisch, so bleibt der Zustand einfach, sonst und 
ist er mit w’ entartet. Bei ungerader Elektronenzahl muß nach dem Kramers- 
schen Satz natürlich herauskommen, daß keine einfachen Zustände mehr bestehen 
bleiben. 
Wir berechnen zuerst die Kramersschen Zustände zu den Zuständen eines I 
freien Atoms und gehen dann zum Kristall über. , A gilt 
. nacl 
II. Allgemeine Methodik wirk 
Wir behandeln zunächst die Pauli-Zustäde der einzelnen Spinelektronen, oie 
Zu dem Zustand (I, (6)) mit 7=1-+ 3} bina 
gehört nach (2) der Kramerssche Zustand oc 
d.h. wegen 
50 e 
= (— my 
Entsprechend gehört zum Zustand mit = 1— } fiir 
= beha 
Pi,m; = Pl-3,m5 = jt? 1 + Vi+m;- tm; +4 Y 


2 
> 
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x! 
en 


Vor- 
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‘allen 
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n bei 
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»ziali- 
Frage 
ullter 
ssche 
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ners- 
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eines 


onen, 


der Kramerssche Zustand 


Pi,m; = (— *Pl-4,-m; - 


Die Gln. (6) und (8) lassen sich in die eine Gleichung 


zusammenziehen. Solange die Wechselwirkung der Elektronen untereinander ver- 
nachlässigt wird, sind die Zustände des Atoms Produkte 


N 
1,u= M= Em, 
und diese sind nach (9) entartet mit cara 


M+ Z(ix-lx) 

* 4J,-M- (11) 

Wird jetzt die Wechselwirkung der Elektronen als schwache Stérung eingefiihrt, 

so schließen sich die Atomzustände stetig an Linearkombinationen von Produkten 
77m an, die alle dieselben Werte von J, M und & (j,,—1,) definieren®): 


k 
Yyu = ZS Ayu (12) 
und entartet sind mit den Kramersschen Zuständen 
M+ -lx) 
~ (r)’ a(r)*® _(r) 
You = * AIM - (13) 
r r 


Nach dem in der FuBnote*) Gesagten ist diese Beziehung auch für die end- 
gültigen Atomzustände bei beliebiger Größe der Elektronenwechselwirkung gültig, 
nachdem der Zahlenfaktor vor der Summe einmal bei verschwindender Wechsel- 
wirkung durch die j,, 1, festgelegt ist. Wir verstehen also in diesem Zusammenhang 
unter in Zukunft die endgültigen Atomzustände°). 

Jeder Zustand des Atoms im Kristall ist in nullter Näherung eine Linearkom- 
bination (J ist für alle Glieder der Summen konstant) 


(r) „(r) 
= you am = am: (14) 
M M fr 
die nach Kramers entartet ist mit 
u= = (—1)* Agu ys,-m (15) 
M Mor 

Driickt man diesen Zustand aus durch die Sa 

en 

r 


so ergibt sich 


x xy (r) „er 17 
a= S y,-nami= N (17) 
Mr 


4) Für J und M gilt das noch bei Störungen von beliebiger Stärke, für $ (j,—1;) nur 


k 
für sehr schwache Strungen. Doch brauchen wir für unsere Zwecke nur diesen Fall zu 
behandeln, da der Zahlenfaktor in (11) einen der beiden Werte + 1 hat und bei stetigem 
Anstieg der Störung nicht unstetig in den anderen Wert umspringen kann. 

5) Hier haben immer noch die 7,y in (12) und (13) alle denselben J- und denselben M- 
Wert. Dagegen sind die J, und j, gar nicht mehr definiert. 


10* 
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= 
= at * 
a_ yi = (— = ) ‘ami, (18) 
JM 

| 
wobei wegen des ersten Teils von (18) ur BT 

4, 


von r unabhängig ist und nur noch von J, M abhängt. D.h. wir können setzen 


You = eM S OsM - (21) 
r 


Hier kann natürlich der Faktor ei®# weggelassen werden, d.h. es kann von vorn- 
herien y 7, mit reellen Koeffizienten aufgebaut werden. Benutzt man das, so treten 
an Stelle von (14), (17) und (18) die einfacheren Formeln (der konstante Index J 


2 (ik 
=(—1)* "AMi- (22c) 


Damit haben wir die Hilfsmittel fiir die Behandlung der einzelnen Symmetrie- 
klassen bereitgestellt. 


(22a) 


A III. Klassen ohne Symmetrieentartung 


Wir behandeln die 27 nicht kubischen Symmetrieklassen in der Zusammen- 
stellung nach Spalten der Tabelle 1 aus der Arbeit I. 


1. Zyklische Klassen Cp, Spalte 1 
In w; (22a) kommen nur solche yy, vor, die der Bedingung 


M = u (mod - p) 
genügen. Dann genügen die y_y in wu; (22b) der Bedingung 
M=— (mod -p), (24) 


d.h. uw; und «; gehören zu entgegengesetzt gleichen u-Werten. u, und u; sind also 
sicher linear unabhängig, solange in u; nur y_y vorkommen, die in wu; fehlen. Das 
ist sicher der Fall, so lange nicht 


oder 
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ist. Nur in diesem Fall nämlich kann‘) wu; neben yy auch p_y enthalten, d.h. 
es kann u, mit uj identisch sein. Ist also 


so fallen die Zustände 
„= = ya (zu gehörig) (22a) 


FE (zu— u gehörig) (22’a) 
zusammen, und es ist / 
u_;= Uj, (28) _ 
d.h. nach (22c) erfüllen die Koeffizienten außer (23) die zutteliche Bedingung 
Zür-W+M 
= = (—1)* "Ami: (29) 
Handelt es sich jedoch um einen der Zustände (26), d.h. hat der Zustand ‚die 
Form 
so ist er entartet mit dem Zustand 
ami y-m + (—1)* a_ Yu 
(31) 
E 


Notwendige Bedingung dafür, daß der Zustand wu; einfach ist, d.h. wu; und 
u; bis auf einen Faktor vom Betrag 1 identisch sind, ist also 


= (—1)" ai. (32) 


Man sieht aber leicht, daß diese Bedingung keineswegs in allen Fällen auch 
hinreichend ist. Ist nämlich 


so ist 
Ir) 

2 (ix-lk)-2M 34 
= (—1)* lay,; Yu + (—1)™ a’ Y- (34) 
Ist nun die Elektronenzahl N ungerade, so ist M halbzahlig, d.h. (—1)?“=— 1 

und unter Weglassung eines konstanten Faktors 
{ani yu —(— ae: y- u} (35) 

M 


6) Da die zyklische Symmetrie von den Koeffizienten ay, nur die | der um; 


dingung (23) verlangt, muß das nicht immer der Fall sein. - 


| 
1 
! 
= 
(23) 
(24) 
also 
Das 
(25) 
- 
=; = 
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(3 


Vergleich mit (33) zeigt, daß alle Binome in der Mitte das BE Vorseichl 
haben wie dort, d.h. w; und «, sind wesentlich verschiedene Zustände. Bei unge- 
rader Elektronenzahl fallen also alle (2J + 1) Zustände der zyklischen Klassen 
paarweise zusammen, und zwar so, daß einer der Zustände zu zu, der andere zu—u 


gehört, wobei diese Regel auch für u = */, gilt’). 
Ist dagegen N gerade, d. h. M ganzzahlig, so ist (—1)?M = 1 und aus (34) folgt 


mit 
ya! 
— +1. a (38) 
Im Fall gerader Elektronenzahl können also die Zustände (26) einfach bleiben, 


falls sie der Bedingung (32) genügen. Ist (32) nicht erfüllt, so fallen auch sie paar- 
weise zusammen, und zwar die zu u = 0 und die zu u = p/, gehörenden Zustände 
jeweils unter sich, so daß auch hier die Regel ,,u fällt mit —u zusammen“ erfüllt 
ist. Da die Anzahl der Zustände (26) ungerade ist, so bleibt mindestens ein Zu- 
stand immer einfach. 


k 
ay a Ag 2. Auf die zyklischen zuriickfiihrbaren Klassen. 
Geneon analoge Ergebnisse erhält man für die zyklisch-inversen Klassen 


og (Spalte 2) und die zyklischen Klassen mit Inversionszentrum (Spalte 3). In 
‘ ersteren fallen Zustände mit entgegengesetzt gleichem z7, in letzterem Zustande 
mit entgegengesetzt gleichem u und gleichem J zusammen. 


IV. Klassen mit Symmetrieentartung 
Br RK 1. Zyklische Klassen mit Spiegelebenen, Cpv, Spalte 4 ve. - 


Hier fallen bereits auf Grund der Symmetrie jeweils zwei Zustände zusammen, 
die zu entgegengesetzt gleichen Werten von 


(27) 

gehören, d. h. yar und yp_yy nicht beide enthalten. Es fällt also gf 

‘ 
Um = Ay, YM; + Ay, YM, eeee (zu gehörig), (39) 

mit 
Uy = A_y, Y-M, + 4-M,Y-M, (zu —u (40) 


zusammen, wobei nach I (53) zwischen den Koeffizienten die Beziehung 


(ix + Mr 
= (—1)* ‘aM, (41) 


7) Dies ist der einzige halbzahlige, d.h. bei ungeradem N vorkommende w-Wert, der | 


u=0, erfüllt. 
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besteht, wenn: wir den konstanten Faktor B, fortlassen. Andererseits fallen nach 
dem Kramersschen Satz jeweils zwei Zustähde (27) zusammen, und durch Ver- 
gleich von (39), (40) mit (22a), (22b) sieht man sofort, daß es natürlich jeweils 
genau diejenigen sind, die auch infolge der Symmetrie zusammenfallen. Als ein- 
zige Spezialisierung beim Übergang zum rein elektrischen Feld ergibt sich durch 
Vergleich von (41) mit (22c), daß hier die Koeffizienten der Bedingung (bis auf 
einen für alle Koeffizienten gleichen Faktor vom Betrag 1) 


* 
| au, = 4M, 


= 


a? (42) 
| genügen müssen, d.h. die Koeffizienten sind reell. Sup og 


Betrachten wir jetzt die im allgemeinen elektromagnetischen Feld einfachen, 
durch (26) festgelegten Zustände. 
Sie haben die Form 
Say (yb yy), (43) 
wobei nach I (41) entweder nur das positive oder nur das negative Vorzeichen vor- 
kommt, und sind entartet mit 
(ix-lk)-M 


* -iMa 2M iM: 
uj = + Saye (44) 
a) Elektronenzahl N ungerade. Hier ist 
uj=te * Sau (yy ym). 
M 


D.h. uj ist sicher von u, linear unabhänig, da die Binome in der Mitte das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben. Es fallen also jeweils zwei der vorher einfachen Zu- 
stände u = +?/,®) beim Übergang zum rein elektrischen Feld zusammen, und 
zwar haben sie nach I (45) entgegensesetzt gleiches S (zx). 

b) Elektronenzahl N gerade. Hier ist 


= e k au = u)- Eure ( 6) 


D.h. es kann u} bis auf einen konstanten Faktor gleich w;, d.h. einfach sein, falls 


ay = AM (47) 
ist, d. h. falls die Koeffizienten ay, in u, alle reell sind. Zu: 


4. Auf die Klassen Cpr zurütkführbare Klassen 


Genau dasselbe gilt fiir die Diederklassen (Spalte 5) mit D(y) an Stelle von 
8, für die zyklisch-inversen Klassen mit Spiegelebenen (Spalte 6) sowie für 
die Diederklassen mit Inversionszentrum (Spalte 7). 


8) Das ist nach I der einzige, in C,, vorkommende, einfache Term bei ungerader 
Elektronenzahl. 


3 Göttingen, II. Physikalisches Institut. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 1. Juni 1948.) 
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V. Kubische Kristalle 
ie Von K. H. Hellwege 
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(Mit 5 Abbildungen) 


Inhaltsiibersicht 


Im Anschlu8 an friihere Untersuchungen iiber nichtkubische Kristalle werden 
nunmehr auch für die fünf kubischen Symmetrieklassen die folgenden Fragen unter- 
sucht: 1. Symmetrieentartung und Quantenzahlen der Elektronenterme, 2. Elek- 
trisches Kristallpotential und Kramerssche Entartung, 3. Auswahlregeln für 
elektrische und magnetische Dipol- und elektrische Quadrupolstrahlung. 


tel 


In speziellen Fallen. wie z. B. bei den festen Salzen der Seltenen Erden, ist es die 
möglich, die Störung des spektroskopisch interessierenden Atoms oder Ions (z. B. be 
des Seltene Erd-Ions) durch den Kristall anzunähern durch die Störung in einem 
zeitlich konstanten elektromagnetischen Störfeld (Kristallfeld), dessen Symmetrie 
die Punktsymmetrie des Atoms im Kristallgitter ist. Nach der klassischen Unter- m 
suchung von H. Bethe!) und ihrer Fortsetzung durch Opechowski?) spalten 
die 2J + 1-fach entarteten Terme des freien Atoms unter dem Einfluß eines 
solchen Feldes auf, wobei in Fällen genügend hoher Symmetrie die Aufspaltung 
nicht vollständig ist, sondern manche Termkomponenten aus Symmetriegründen 
entartet bleiben (Symmetrieentartung). Da die genannten Untersuchungen in der 
Sprache der dem Experimentator im allgemeinen nicht sehr geläufigen Gruppen- 


theorie formuliert sind, erfordert ihre Anwendung auf die Kristallspektren ein er- de 
hebliches Abgehen vom Gewohnten. Deshalb wurde in einigen früheren Unter- se 
suchungen®) dasselbe Problem mit einer mehr analytischen Methode behandelt, fo 
die die Definition von Kristallquantenzahlen und die Formulierung von für sie h 
gültigen Auswahlregeln bei Strahlung gestattet. Dabei wurde neben der Symme- di 
trieentartung auch die Kramerssche Entartung diskutiert, die zur Symmetrie- tr 
entartung noch hinzukommt, wenn das Kristallfeld als rein elektrisch angenommen 
werden kann‘). Ein Beispiel fiir die Anwendung der so gewonnenen theoretischen 
1) H. Bethe, Ann. Physik (5) 3, 133 (1929). , 
2) W. Opechowski, Physica 7, 552 (1940). m 
3) K.H. Hellwege, Ann. Physik (6) 4, 95, 127, 136, 143 (1948). Die Arbeiten El 


werden im folgenden als 1,..., IV zitiert. Als kurze Zusammenfassung vgl. K. H. Hell- 
wege, Nachr. Akad. Wiss. Göttingen, Math.-Phys. Klasse 1947, S. 37. 

4) H. A. Kramers, Proc. Acad. Amsterdam 33, 959 (1930); 85, 1272 (1932); 36, 17 
(1933). Siehe auch H. A. Kramers ,,Quantentheorie des Elektrons und der Strahlung“ 
in Eucken-Wolf, Hand- u. Jahrb. d. chem. Physik, Bd. 17, S. 390. W 
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K.H. Hellwege: Kubische Kristalle 
Hilfsmittel auf die Spektren von optisch ein- und zweiachsigen Kristallen ist die 
Analyse der Spektren von Europiumsalzen ). 

Aus mehreren Griinden wurden damals die fiinf kubischen Symmetrieklassen 
T,T ,, 0, Tz, 0, nicht mit untersucht. Diese Lücke zu schließen ist der Zweck 
der folgenden Notiz. 

Wir übernehmen dabei Zahl und Symmetrieentartung der Terme von Bethe?) 
und Opechowski?), kennzeichnen diese Terme jedoch durch Quantenzahlen 
(Abschnitt 2). Dazu legen wir im allgemeinen die Achse höchster Zähligkeit in 
die z-Achse, d.h. bei 7’ die dreizählige, bei O die vierzählige Deckachse, bei T, 
die vierzählige Drehinversionsachse. Unter dem Winkel w (cos w = V!h. sino— 
/2/,) der Raumdiagonalen gegen die z-Achse geneigt ist bei 7’ eine zweizählige 
Achse, bei O und 7', eine dreizählige. Durch Hinzufügen des Inversionszentrums 
geht T, aus 7’, O, aus O hervor. 

Wir die normierten Kugelflächenfunktionen Y,„ (9g) in Überein- 
stimmung mit dem Handbuchartikel von Bethe*). Dann transformieren sie sich 
bei allen Drehungen des Koordinatensystems wie die Funktionen 


2% 
emi(,, , (1) 


1 
wobei é = ( 0 


ter der Drehung {x 8} den folgenden Übergang vom (r dg)-System zum (r 8’ p')- 
System: Drehung?) durch x um die positive z-Achse, dann Drehung durch 6 um 
die so gewonnene positive y-Achse, schließlich Drehung durch y um die durch die 
beiden ersten Drehungen gewonnene z-Achse, so ist 


Yim (dp) = = Dam Y Im’ (9 ” 
mit 
A I+m _ B\2s (2’) 


Die Eigenfunktionen y;y (J = Drehimpulsquantenzahl, M = J, J—1,...—J) 
des freien Atoms, aus denen sich die Eigenfunktionen im Kristall linear zusammen- 
setzen, sollen so gewählt sein, daß sie sich ebenfalls so wie die Funktionen (1) trans- 
formieren (1 = J, m = M), was auch für halbzahlige J, M möglich ist. 

Im Abschnitt 3 behandeln wir die Kramerssche Entartung, im Abschnitt 4 
die Auswahlregeln für elektrische und magnetische Dipolstrahlung sowie für elek- 
trische Quadrupolstrahlung. 


) und y= r ) die Paulischen Spinmatrizen sind. Versteht man un- 


- Die Tetraederklasse T 
in trigonaler Aufstellung Pi ||z). Legt man die zweizählige Ac hse i in RE ER 
Ebene (Abb. 1), so ist die zweizählige Drehung um diese Achse die Drehung {aßy} 


II. Die Elektronenterme 
> 


5) K. H. Hellwege, Nachr. Akad. Wiss. Göttingen, Math. -Phys. Klasse 1947, S. 58, 

6) H. Bethe, Anhang über Kugelfunktionen, Hdb. d. Physik, 2. Aufl. Bd. XXIV, 

7 Drehungen durch positive Winkel im Sinn einer Rec htsschraube, durch ne gative 
Winkel im Sinn einer Linksschraube. * 
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mit x = 0, cos? 8/2 = 1/5, tg B/2 = V 2,y =a. Die dreizählige Drehung um die 
z-Achse ist die Drehung {22/3, 0,0}. Nach Opechowski?) kommen einfache 
Terme nur bei Atomen mit gerader Elektronenzahl N, d.h. ganzzahligen Werten 
von J und M vor. Die Eigenfunktionen dieser einfachen Terme enthalten (vgl. I) 
nur solche yy, die der Bedingung 


M = u (mod. 3), («= 0, + 1) (3) 


genügen. Sie multiplizieren sich bei der dreizähligen Drehung mit einer dritten 
Einheitswurzel D = ei“?*/3 und bei der zweizähligen Drehung mit einer zweiten 
Einheitswurzel K = e'** (x = 0,1). Man sieht aber leicht ein, daß nur der eine 
Wert x = 0 wirklich vorkommt, wenn man z. B. eine zweizählige und eine drei- 
zählige Drehung kombiniert. Z. B. ist das Ergebnis der nacheinander ausgeführten 
Drehungen durch — 22/3 um z und durch x um die zweizählige Achse identisch 
mit der Drehung durch — 27/3 um eine bestimmte der drei anderen dreizähligen 
Achsen, bei der sich die Eigenfunktion natürlich ebenfalls mit einer dritten Ein- 
heitswurzel D’ = e~‘“’?*/3 multipliziert. Es muß also sein 


yor) 
ein2al3 gixa — g-iw2al3 — eiw-u)2als, 


Die einzige zweite Einheitswurzel, die gleich einer dritten Einheitswurzel ist, ist 
aber die 1, d.h. es muß sein 


x = 0. (4) 


Es gibt demnach drei verschiedene Familien (Rassen) einfacher Zustände, 
gekennzeichnet durch die Quantenzahlen x = 0, u =0, +1. Daneben gibt es 
bei geradem N (ganzzahligen J, M) noch dreifach entartete Terme. Dem in I 
benutzten Prinzip folgend, passen wir die zusammenfallenden Zustände einer 
Störung an, die alle Symmetrieelemente außer der Dreizähligkeit der z-Achse zer- 
stört®), d.h. für sie ist wohl die Quantenzahl A nicht aber die Quantenzahl % 
definiert. Es fallen also drei Zustände mit u = 0, + 1 zusammen und wir bezeich- 
nen den Term mit dem Symbol u = {0, +1}. 


Bei ungerader Elektronenzahl, d.h. halbzahligen J und M gibt es weder ein- 
fache noch dreifache Terme, sondern drei winner ae! ere Terme, denen in dem 
eben definierten Sinn die Quantenzahlen = {+ 1/2}, u = 1/2}, u = Pl —"/s} 
zukommen. In Tabelle 1 sind die Tutndeailien zusammengestellt, und zwar 
die von Opechowski benutzte Bezeichnung 9J", (g = Entartungsgrad, n = Lauf- 
zahl) zusammen mit den zugehörigen Werten der Quantenzahlen. Die Richtigkeit 
der Zuordnung ergibt sich sofort, wenn man mit dem richtigen Störpotential die 
Störungsrechnung in einigen speziellen Fällen wirklich durchführt. Näheres in 
Abschnitt 3. 

Die Anzahl z, (J). in der Terme der dargestellten Familien #7’, bei der Auf- 
spaltung eines Terms mit der Drehimpulsquantenzahl J eines freien Atoms im 
Kristallfeld auftreten. gibt Tabelle 2. 


8) Etwa einer Dehnung längs der z-Achse, durch welche die Klasse 7’ in die Klasse C3 
überführt wird. Da die Zähligke it der z-Achse dabei erhalten bleibt, na Gl. (3) auch fiir 
die miteinander entarteten Zustände. 
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Tabelle 1 
Termfamilien im Tetraederfeld T 
Elektronenzahl N gerade ungerade 
Quantenzahlen: u =. | 0 | 1 - | | + 1} | {+ a} {/2, 2» "/} Cle» — —1/,} 
x= 
Tabelle 2 
Anzahlz,(J) der beigegebenem J zu I‘, gehörenden Terme, nach Opechowski?) 
J | (J) ze(J) 1 2(J) 24 (J) J | z5 (J) 26. (J) 2 (J) 
0 1 0 0 a 24. |1 0 0 
1 |0 0 0 Sa 3/, 0 1 1 
2 10 1 (1 1 7% 1 1 
3 |1 0 0 2 1424”) 
4 /1 1 1 2 3/ 
5 0 1 | 1 3 = 2> PIERRE 
J’ + 142, J’) | 142,9’) | | rt 


Es sei noch bemerkt, daß die benutzte trigonale Aufstellung natürlich ganz 

willkürlich ist. Man kann statt dessen auch eine zweizählige Achse parallel z legen 

(digonale Aufstellung). Da man die Bezeichnung « für die mit der z-Achse ver- 

knüpfte Drehquantenzahl reservieren möchte, hat « jetzt nur zwei, x aber drei 

mögliche Werte, d.h. in der ersten Spalte von Tabelle 1 sind die Bezeichnungen 4 
und x zu vertauschen und an die Stelle von (3) tritt die Bedingung 


M = u (mod. 2), (4 = 0,1). 


2. Die Oktaederklasse O 


in tetragonaler Aufstellung (Tetragyre ||z). Die Oktaedersymmetrie ist bereits 
von Bethe!) untersucht, auf dessen Ergebnisse wir zurückgreifen. Auch hier gibt 
es einfache Terme nur im Fall gerader Elektronenzahl. Wegen der Vierzähligkeit 
der z-Achse enthält ein einfacher Zustand im Kristall nur Zustände y,„7 des freien 
Atoms mit 


(3) 


M = u (med. 4), (u = 0, + 1,2). ; (5) 


Der Zustand multipliziert sich bei der vierzähligen Drehung mit der vierten 
Einheitswurzel D = e‘“7/2 und bei der dreizähligen Drehung um die Trigyre 
mit der dritten Einheitswurzel K = e'**7/3 (x = 0, 1). Man sieht aber leicht, 
daß die einfachen Zustände bei beiden Quantenzahlen den Wertevorrat nicht er- 
schöpfen. Da O die Symmetrieelemente von D, entghält, in O einfache Terme also 
erst recht in D, einfach sind, gilt auch in O die früher (siehe I) in D, für einfache 
Zustände abgeleitete Bedingung 


u = 0 oder 2. (6) 


Ferner ist, wenn man die Trigyre in die Raumdiagonale des ersten Quadranten 
legt (Abb..2), die Drehung durch —27/3 um die Trigyre identisch mit dem 
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ae Produkt der Drehungen durch —z/2 um z und durch—x/2 um y. Da sich bei der 
a _ letzten Drehung der Zustand auch mit einer vierten Einheitswurzel D’ = eiwal2 


multipliziert, muß also sein 


— g-ix2al3 


erfüllt sein kann. Es gibt also nur zwei, durch (6) und (7) charakterisierte Familien 
einfacher Terme. 
Daneben gibt es eine Familie doppelter und zwei Familien dreifacher Terme, 
_ für deren Eigenfunktionen wohl die Quantenzahl y, nicht aber x definiert werden 
kann (Anpassung an die Klasse C,). Die Bedingung (5) gilt also auch für die mit- 
z _ einander entarteten Zustände. 
Dasselbe gilt für Atome ungerader Elektronenzahl, deren Terme doppelt (zwei 
Familien) oder vierfach sind. 
In Tabelle 3 sind analog zu Tabelle 1 alle Termfamilien zusammengestellt. 


Tabelle 3 
Termfamilien im Oktaederfeld O 


Elektronenzahl gerade ungerade 
Bethe en Ten In Ten | oe 
| | | 
Quantenzahlen: u = 2} 0, 23} 10, +1 2, +1} | {41/3} BESIA! 


| 


Die Quantenzahlen bei den mehrfachen Termen und die Zuordnung der Quanten- 
zahlen zu den #/’'n ergeben sich auch hier am einfachsten, wenn man die Störungs- 
rechnung mit dem richtigen Störpotential in einigen Spezialfällen wirklich durch- 
führt: Näheres in Abschnitt 3. Die Verteilung der Aufspaltungskomponenten auf 
die Termfamilien gibt Tabelle 4. 

Die tetragonale Aufstellung ist natürlich willkürlich. Wählt man statt dessen 
die in manchen Anwendungen angebrachtere trigonale, so tritt Gl. (3) an die Stelle 
von Gl. (5) und in der ersten Spalte von Tabelle 3 sind « und x zu vertauschen. 


{+1/2, 


3. Die Klasse Ta 


geht aus der Klasse O hervor, wenn die vierzählige Deckachse durch eine vier- 
zählige Inversionsachse ersetzt wird. Nach den Ergebnissen von I gelten Tabelle 3 
und 4 auch für 7’, können aber mit Hilfe von I (28) auf zu, umgerechnet werden, 
und bei der Drehinversion multipliziert sich jeder Zustand mit dem Faktor 
i(u+2 Dy) 2/2 
D, = e'7l2 — e & , wobei die /, die Bahndrehimpulsquantenzahlen der 
entkoppeit gedachten einzelnen Elektronen des Atoms sind. Die [miteinander 
entarteten Zustände werden dem Übergang zur Symmetrieklasse S, angepaßt. 


4. Die Klassen Ta und On 
gehen aus 7’ bzw. O hervor durch Hinzufügen eines Inversionszentrums. Zu den 


Quantenzahlen ~ und x tritt die Quantenzahl J =(—1)* hinzu. Sie hat für 
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Tabelle 4 
Anzahl z, (J) der bei gegebenem J zu I, gehörenden Terme, nach Bethe. 
(Die Bethesche Tabelle 2 ist hier vervollständigt, A= 1, 2....) . 
J | zs (J) z, (J) z; (J) 
0 1 0 16 0 0 
1 0 0 1 0 
2 0 0 
3 0 a 0 1 1 ae 
4 1 1 1 
5 0 2: 
6 1 1 2 
8 1 0 12 2 2 Be 
9 1 11 3 2 4 
10 1 1 2 2 3 
il 0 1 2 3 3 
lle aus dem gleichen Term 
J | J 2. (J 8 
des freien Atoms hervor- 
gehenden Terme im Kristall 
je denselben Wert + 1 oder 
5/3 0 1 4 1 . — 1. Die Tabellen 1 bis 4 
1 1 bleiben giiltig. Die mitein- 
uf ander entarteten Zustände 
WA+JS” 272+2 (9) 42 +2 ZU Cen 
J = Mp, ¥ trieklassen C,, bzw. 
2» > i 


IH. Potential des elektrischen Kristallfeldes und Kramerssche Entartung 

Setzt man das auf das Atom wirkende Kristallfeld als rein elektrisch voraus 3 
und entwickelt man sein Potential nach den Kugelfunktionen Y,,, (®g), so kann 
man nach Kramers‘) alle Glieder mit ungeradem / fortlassen, da sie zur Energie 
nicht beitragen. Ferner lassen wir im folgenden das kugelsymmetrische Glied mit 
Y fort, da es die Symmetrie des kugelsymmetrischen Kernfeldes des Atoms nicht 
ändert, also zwar zur Energie, aber nicht zur Aufspaltung beiträgt. Bricht man 
ferner die Entwicklung hinter den Gliedern mit / = 4 ab, so ergibt die Forderung Br 
der Invarianz des Potentials gegen die Symmetrieoperationen des Kristallgitters = 
unter Berücksichtigung der Gl, (2), (2') die folgenden Ausdrücke: = 


1. Die Tetraederklasse T 
Trigyre || z, Digyre in der zx-Ebene (Abb. 1): BD 


U (r Pg) =Q(r)[V 10(Yas— Yu-s)—V 7 (8) 

2. Die Oktaederklasse O ; 

Trigyre || z, Tetragyre in der zr-Ebene (wie Abb. 1, nur Tetragyre statt Digyre): 
Ebenfalls Gl. (8), siehe Siegert°). 

9) A. Siegert, Physica 8, 85 (1936); 4, 138 (1937). 
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> 3. Die Oktaederklasse O 


U (dg) = FQ) [V + £2) 7 (9) 
= wobei die oberen Vorzeichen gelten, wenn die Trigyre in der Diagonalen des ersten 
_ Quadranten (Abb. 2), die unteren, wenn sie in der zx-Ebene (Abb. 3) liegt. 

Bt Hier interessiert vor allem die Tatsache, daß bei trigonaler Aufstellung Oktaeder- 
und Tetraederfeld bis mindestens zu den Gliedern mit J = 4 gleich gebaut sind. 
Danach Kramers‘) die Glieder mit / = 6, 8, . . . in der Entwicklung des Potentials 


erst bei den Elektronentermen mit J > 1/2 > 3 zur Energie beitragen, hat dies die 


Bedeutung, daß für alle Terme mit J < 5/, die Aufspaltung (abgesehen natürlich 
von ihrer Größe) im rein elektrischen Tetraederfeld dieselbe ist wie im rein elektri- 
schen Oktaederfeld !°). 


Be Das ist andererseits, wie man sich an Hand der Tabellen 2 und 4 leicht über- 


= zeugt, keineswegs der Fall, wenn man die Bedingung, daß das Feld rein elektrisch 


Abb. 1. Tetraederklasse 7 Abb. 2. Oktaederklasse, Abb. 3. Oktaederklasse, 


in trigoualer Aufstellung Trigyre in der ersten Trigyre in der zx-Ebene 
Raumdiagonalen 


= _ ist, fallen läßt und nur die Symmetrie des Feldes berücksichtigt. Dann spaltet 
z. B. ein Term des freien Atoms mit J = 2 im Oktaederfeld in eine dreifache (27',) 
und eine zweifache (2/,) Komponente auf, während im Tetraederfeld eine drei- 
fache (*/°,) und zwei einfache (‘J°, mit = 1, J’, mit =—1) Komponenten ent- 
stehen. Diese beiden einfachen Komponenten müssen also beim Übergang zum 
rein elektrischen Feld zusammenfallen. Das ist in voller Übereinstimmung mit der 
ganz allgemeinen Tatsache, daß bei der Kramersschen Entartung zusammen- 
fallende Zustände immer zu entgegengesetzt gleichen „-Werten gehören (Hell- 
wege IV) und gilt deshalb auch nicht nur für den gerade demonstrierten Spezial- 
fall J = 2, sondern ganz allemein für beliebige J. Aus demselben Grunde fallen, 
wie man speziell für J = ?/, und J = 5/, auch wieder an Hand der Tabellen 2 und 4 
erkennt, ganz allgemein Me ein doppelter Term 277, (u= {?/,, '/.}) mit einem doppelten 
Term 2/5 (u = {*/2,—'/2}) in einen vierfachen Term mit u = {+?/,, + 1/.}") 
zusammen. Weitere Fälle zusätzlicher Kramersscher Entartung ; im Tetraeder- 
feld gibt es nicht, da bei allen übrigen Termfamilien ~ und —y bereits paarweise 


10) Natürlich ist diese Tatsache ganz unabhängig von der Art der Aufstellung. Sie 
tritt bei trigonaler Aufstellung beider Klassen nur besonders deutlich hervor. 


11) uw = 4/, und u = —*/, sind bei ne Aufstellung identisch, da hier u nur 
mod. 3 definiert ist. In dem Symbol u + 3/4, + Y/s} sind beide Vorzeichen angeschrie- 


ben, um die Vierfachheit des Terms klar zum Ausdruck zu bringen. F 
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4 auftreten (keine ,,unabgesattigten w-Werte‘‘ existieren). Aus demselben Grund 
’ kann auch die Kramerssche Entartung im Oktaederfeld keine zusätzliche 
(9) Änderung der Komponentenzahl mehr bewirken, da nach Tabelle 3 die Terme mit 
entgegengesetzt gleichen z-Werten bereits infolge der Symmetrie zusammenfallen. 


ersten Die in der Arbeit IV entwickelten formalen Eigenschaften der Eigenfunktionen 
im rein elektrischen Feld gelten natürlich auch in den (dort nicht behandelten) 

acder- kubischen Kristallen. 

; sind. 

ntials IV. Strahlung 

ürlich Zur Herleitung der Strahlungseigenschaften von Atomen in kubischen Kristallen 

lektri- genügen völlig die früher zunächst für nichtkubische Kristalle abgeleiteten Aus- 
wahlregeln, da in kubischen Kristallen keine neuartigen Symmetrieelemente, 

über- sondern nur andere Kombinationen der bereits bekannten auftreten. Wir setzen 


trisch | im folgenden diese Regeln als bekannt voraus. Es gelten also in 7’ und O die Aus- 
wahiregeln für « und x bei Obergiingen zwischen zwei einfachen Termen, die Re- 
geln fiir « allein bei allen anderen Übergängen. In 7', tritt wz an die Stelle von u. 
In 7’, und On konmt die La porte-Regel für die Inv (Signatur) 


= = (—1)* noch hinzu. Wir behandeln die einzelnen Symmetrieklassen ge- 


1. Die Oktaederklasse O 
4 Wegen der völligen Gleichwertigkeit der drei vierzähligen (Koordinaten-)Achsen 
kann nur ein solches Matrixelement von Null verschieden sein, mit dem zugleich 
auch alle aus ihm durch einfache Vertauschung der Koordinaten hervorgehenden 
Matrixelemente erlaubt sind. Das sind nur Übergänge, die mehrere ,, Teiliibergange“ 
classe, enthalten, d. h. die Übergänge,die den folgenden Regeln mit allen rechts stehenden 
Ebene Werten von Au zugleich genügen: bei elektrischer und magnetischer Dipol- 
strahlung: 
paltet Au = 0, — 1 (mod. 4) Pn Fx 
— 
n ent- 
; zum 
it der 
Imen- 
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ezial- 
allen, 
und 4 
elten 
2 
‚eder- — magn. und elektr. Dipolstrahlung, Gl. (10) 
weise „nn elektr. Quadrupolstrahlung, Gl. (11) 
=. elektr. Quadrupolstrahlung, Gl. (12) 
de Abb. 4a Abb. 4b 
Mer Abb. 4. we Ubergiinge bei Oktaedersymmetrie. a) gerade, b) ungerade 
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und wr elektrisoher Quadrupolstrahlung: entweder die Übergänge 


Au = + 1, 2 (mod. 4) (Matrixelemente Q,,,Q)2,Q22) (11) 
oder die Übergänge 
Au = 0, 2 (mod. 4) (Matrixelemente Q,+, Q,, Q,:). (12) 


Übergänge zwischen zwei einfachen Termen sind also für alle drei Strahlungs- 
arten streng verboten, da keine der drei Bedingungen (10) bis (12) erfüllt 
werden kann. An Hand von Tabelle 3 sieht man leicht, bei welchen Übergängen zu 
mehrfachen Termen eine der drei Bedingungen erfüllt wird. Die erlaubten Über- 
gänge sind in Abb. 4a für den Fall gerader, in Abb. 4b für den Fall ungerader 
Elektronenzahl schematisch dargestellt. 


2. Die Klasse On 


Wie in O; jedoch gelten zusätzlich die vom Inversionszentrum erzwungenen 

Laporte-Regeln: Elektrische Dipolstrahlung nur zwischen Termen verschiedener, 

magnetische Dipol- und elektrische Quadrupolstrahlung nur zwischen Termen 
ı 


Zlr 
gleicher Inversionsquantenzahl (Signatur) I=(—1)* . Die Änderung von J 
beim Übergang entscheidet darüber, ob ein Übergang des freien Ions, d.h. eine 
bestimmte Liniengruppe im Kristall auftritt oder nicht. ö 


3. Die Klasse Ta 


Hier treten an die Stelle der in O wirksamen Auswahlregeln für u die entspre- 
chenden Auswahlregeln für wy = + 221, (mod.4). D.h. je nach der Ände- 


rung von $/,,d.h. von / gibt es eine In Regel für u. An Hand der Tabelle 2 


. in kurzer Zusammenstellung?) ergeben sich die Regeln (die Kongruenzen müssen 


jeweils für alle auf der rechten Seite stehenden Zahlenwerte zugleich erfüllt 
sein) der Tabelle 5. An Hand dieser Tabelle lassen sich leicht die zu Abb. 4 ana- 
logen Schemata zeichnen. 

Auswahlregeln für Strahlung in der Klasse T 4 


L=1, 


elektrische Dipolstrahlung | 

Ap = 2, + 1 (mod. 4) | Ap = 0, + 1 (mod. 4) 
magnetische Dipolstrahlung 
Ap = 0, + 1 (mod. 4) Ap = 2, + 1 (mod. 4) 


M,, M,, M,: 


elektrische Quadrupolstrahlung 


On Ques Que: Ap = 2, + 1(mod. 4) Ap = 0, + 1 (mod. 4) 
Ap = 2, 0 (mod. 4) =0, 2(mod. 4) 


Hier bilden in der benutzten trigonalen Aufstellung nicht die zu 4 gehörenden 
Trigyren sondern die zu x gehörenden Digyren ein rechtwinkliges System gleich- 
wertiger Achsen. Deswegen gelten hier die Gln. (10) bis (12) für x mit p = 2, 
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wobei sinngemäß die Matrixelemente auf die zweizähligen Achsen bezogen sind, 
in die für das folgende die Koordinatenachsen &,n, & gelegt werden sollen. Es 
gelten also die Bedingungen (für alle rechts stehenden Werte zugleich): bei elek- 
trischer und magnetischer Dipolstrahlung 


Ax= 0,1 (mod. 2) (Pz, Py, Pz, Me, My, Me) (13) 
und bei elektrischer Quadrupolstrahlung 
Ax = 0,1 (mod. 2) Qnz, Qee und Qe, Que, (14) 
Ax = 0 (mod. 2) (Qe, Qn; Qe) (15) 


Da x nur für einfache Terme definiert ist und hier immer den Wert x = 0 hat, 
ist auch Ax = O und es könnte somit zwischen zwei einfachen Termen nur Qua- 
drupolstrahlung nach Gl. (15) auftreten. Diese Übergänge müssen aber andererseits 


auch den Auswahlregeln für « genügen. Nach Abb. 1 ist nun 6-2 = 
ENT 
2 1 2y2 


Qz, Qy:, Q» auch Q;, vor, d.h. fürze muß die Regel (vgl. die kurze Zusammen- 
fassung*), Tabelle 1) 
Ay = 0, + 1 (mod. 3) (17) 


für alle drei rechts stehenden Zahlenwerte zugleich erfüllt sein, was nach Tabelle 2 
nicht möglich ist. Also gibt es auch in 7’ keine strahlenden Übergänge zwischen 
einfachen Termen. 

Ist mindestens einer der am Übergang beteiligten Terme symmetrie-entartet, 
so gilt nur die Auswahlregel für «, die die auf das (xyz)-System (z || einer Trigyre) 
bezogenen Matrixelemente liefert. Da nicht die (xyz)- sondern die (& 7 €)- 
Achsen gleichberechtigt sind, müssen wir auf diese umrechnen (vgl. Abb. 1). 
Es ist 


v3 3 a+ set 3 cé 
L " 


Bei Dipolstrahlung (elektr. und magnet.) gibt Au = 0 (mod. 3) die z-Kom- 
ponente, d.h. nach Gl.(18) die & und £-Komponenten. Da mit diesen auch die 
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isn erscheinen muß, muß gleichzeitig Au = + 1 (mod. 3) sein. D. € 
Dipolstrahlung ist nur erlaubt, wenn die Regel 


Au = 0, + 1 (mod. 3) (19) 


vollständig?) erfüllt wird. Bei Quadrupolstrahlung liefert Au = 0 (mod. 3) 
die Elemente Q», also nach (18) Qs, Q,2, Qe, Wegen der Gleichwertig- 
keit der &, 7), {-Achsen müssen gleichzeitig Qe, und Q,¢ vorkommen, d. h.4u= +1 
(mod. 3) erlaubt sein. Insgesamt kann also auch Quadrupolstrahlung nur vor- 
a u kommen, wenn die Bedingung (19) vollstandig**) erfüllt ist. 

Die insgeamt erlaubten Übergänge finden sich in Abb. 5a, b verzeichnet. 


elektr. und magnet. Dipolstrahlung 
elektr. Quadrupolstrahlung 


Abb. 5a Abb. 5b 


Abb. 5. Strahlende Übergänge bei Tetraedersymmetrie. a) gerade, b) ungerade 
Elektronenzahl 
j 12) anny vollständigen Überblick vermitteln die Tabellen 1 und 2 in der kurzen 
Zusamme nfassung?). 
13) Da wir hier auf Phasenbeziehungen keinen Wert legen, genügt es auch, wenn die 
Regel nur für ein Vorzeichen rechts erfüllt ist, weshalb auch 27, —°T, und *J, —’T, 
_ aus Symmetriegründen nicht verboten sind. 


Göttingen, II. Physikalisches Institut. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 1. Juni 1948.) 
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Optische und über Winkelspiegel 


Von Ernst Lau und Wolfgang Krug gr | 


Inhaltsiibersicht 


Es werden die optisch-geometrischen Verhältnisse bei Winkelspiegeln für 
«= R-+p diskutiert und insbesondere auf einfache Spiegel zurückgeführt. Hier- 
bei ergeben sich interessante Zusammenhänge zwischen reellen und virtuellen 
Strahlenwegen. Der Zentralspiegel wird für spezielle Untersuchungen im Michel- 
son-Interferometer vorgeschlagen. . 


Ein geometrischer Satz, der aus den Untersuchungen hervorgeht, diirfte prak- 
tische Bedeutung fiir die maßgerechte Herstellung von Rotationsflächen besitzen. 


Über die geometrisch-optischen Beziehungen bei Winkelspiegeln ist bis jetzt 
nur sehr wenig veröffentlicht worden). Die allgemeine Behandlung des Strahlen- 
ganges bei Mehrfachspiegeln fördert eine Fülle interessanter Beziehungen zutage. 
Es soll im folgenden versucht werden, die wesentlichen Ergebnisse von Unter- 
suchungen anschaulich darzustellen, die bei der Behandlung von Tripelspiegeln 
erhalten wurden. 


Die einfachste und bekannteste Form des Winkelspiegels ist der Tripelspiegel 
und zwar als Zentralspiegel. Bei diesem stehen alle drei Spiegelebenen aufein- 
ander senkrecht, sie bilden also eine Würfelecke. Für die rechnerische und zeich- 
nerische Behandlung ist es hinreichend, sich auf zwei Spiegel zu beschränken, sich 
also in einer Schnittebene zu bewegen, da die Verhältnisse in den anderen Schnitt- 
ebenen sich genau wiederholen. Bei der rein geometrischen Behandlung des 
Problems bleiben die scheinbaren Wegänderungen durch Phasensprünge unbe- 
rücksichtigt. Der Zentralspiegel hat bekanntlich die Eigenschaft, daß jeder ein- 
fallende Strahl von beliebigem Einfallswinkel in der gleichen Richtung wieder 
zurückgeworfen wird. Umgekehrt kann man den Zentralspiegel in der Würfel- 
ecke (Schnittpunkt der drei Spiegel) beliebig drehen, ohne daß sich an der Re- 
flexion eines einfallenden Strahls etwas ändert. Man kann sich also den Zentral- 
spiegel durch einen ebenen Spiegel ersetzt denken, der durch den Scheitelpunkt 
geht und auf dem einfallenden Strahl senkrecht steht. Diese virtuelle Spiegel- 
ebene bleibt konstant, wenn der Zentralspiegel gedreht wird, dreht sich jedoch 
selbst, wenn der einfallende Strahl seine Richtung ändert. Wichtig ist die Tatsache, 
daß auch der Gangunterschied (Differenz der optischen Wege), zwischen einfallen- 
dem und reflektiertem Strahl der gleiche ist, ob nun sein reeller Weg im Zentral- 
spiegel oder sein virtueller beim gedachten Einfachspiegel betrachtet wird. Dies 


1) A. König, Geometrische Optik 8. 203; N. Gunther, Z. Optik II, 382 (1947). 
11* 
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ist in Abb. 1 deutlich gemacht. Der durch Schrafen hervorgehobene rechte Winkel 
ACB soll den Schnitt durch zwei Spiegel des Tripelspiegels (Zentralspiegels) dar- 
stellen. Dann ist der Strahlengang eines beliebig einfallenden Strahls S durch 
die drei Pfeillinien angedeutet; der Strahl S verläßt als paralleler Strahl §’ 
den Zentralspiegel. Die Reflexion erfolgt in den Punkten A und B. Der virtuelle 
ebene Spiegel sei Referenzebene genannt und ist durch die Linie A’B’ dargestellt. 
Der virtuelle Strahlengang verläuft nun so, daß der Strahl S am Punkt A’ in sich 
selbst reflektiert wird. Unter diesen Umständen kann man nun den Strahl 8’ für 
sich betrachten und erhält analog seine Reflexion in B’. Vom Winkelspiegel ACB 
muß man hierbei absehen. Wenn die Hilfslinie AC’ gezogen wird, indem man von 
7 A aus das Lot auf S’ fällt, dann ist der 
Strahlenweg (Gangunterschied) A 
innerhalb des Zentralspiegels gegeben 
durch 


A=b+e, 


wenn AB =c und BC’ = b ist. Wird 
weiterhin BB’ =a gesetzt, dann er- 
halt man fiir den Gangunterschied 
der virtuellen Strahlen für beide Fälle 


(S und S’) a 


A’ = 2(a+b), 
da ja AA’ = BB’ + BC’ =a + bist. 
Es ist nun zu 
A’ =A ist oder 


beweisen, daß 


Abb. 1. Reeller und virtueller Strahlengang 
bei rechtwinkligen Doppelspiegeln 


b+c=2(a+ b) oder c=b +t 2a. 


Daß diese Beziehung gilt, ist aus der 
Abbildung ohne weiteres zu ersehen. 
Da ABC ein rechtwinkliges Dreieck ist, muß die Hypotenuse c dem Durchmesser 
des Umkreises entsprechen und dessen Mittelpunkt im Halbierungspunkt derselben 
liegen. Zieht man die Hilfslinie CD, so geht diese durch den Kreismittelpunkt und es 
entsteht einerseits ein Rechteck AA’CO (= OCB’C’) und andererseits ein recht- 
winkliges Dreieck ABD (= ABC). Da nun AD= BC’ und AO = OC", OC’ = 
CB’ ist, so muß OD = a sein, denn AB'CB= AOAD. Die Strecke CD entspricht 
also der Länge a + 6+ a oder 


CD = 6b + 2a. 


Da aber CD ebenso wie AB=c Durchmesser desselben Kreises sind, so gilt 


c=b+2a, 


was zu beweisen war. Daraus folgt, daß A’ = A ist. Der analytische Beweis für 
diese Beziehung ist weniger interessant, und es sollte hier der geometrischen An- 
schauung der Vorzug gegeben werden. 

Die Tatsache, daß der Gangunterschied im Zentralspiegel gleich dem ist, der 
an einem ebenen Spiegel entsteht, der durch den Scheitelpunkt geht, im übrigen 
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aber normal auf dem einfallenden Strahl steht, gibt Anstoß zu einer Abwandlung 
eines bekannten physikalischen Apparates, nämlich des Michelson -Interfero- 
meters. Bekanntlich werden im Michelson-Interferometer zur Erzeugung der 
Planparallelitätsringe zwei ebene Spiegel benutzt, die eine virtuelle Planparallel- 
platte bilden, also virtuell parallel sein müssen. Abgesehen davon, daß die Parallel- 
justierung eine heikle Angelegenheit ist, dürfen bei Veränderung des Spiegel- 
abstandes keine Kippungen eintreten, 
was an die Qualität der Führung die 
allerhöchsten Anforderungen stellt. 
Benutzt man nun im Michelson- 
Interferometer statt der einfachen Plan- 
spiegel je einen Zentralspiegel, dann sind 
die Führungsschwierigkeiten vollständig 
behoben und die für das Zustandekommen 
der Interferenzerscheinung notwendigen 
Gangunterschiede bleiben erhalten. Die 
entstehende Interferenzerscheinung muß 
identisch sein mit den durch Plan- 
platten bedingten Hai- 
dingerschen Ringen. 
Allerdings erstreckt sich 
diese Anwendung ledig- 
lich auf die Erzeugung 
von Planparallelitäts- 
ringen (Interferenzen glei- 
cher Neigung), nicht je- |. 
doch auf die der Fizcau- * 
schen Streifen (Inter- 
ferenzen gleicher Dicke), 
für die ja gegeneinander 
geneigte Planspiegel er- 
forderlich sind. Das 
Michelson -Interfero- 
meter mit zwei Zentral- 
spiegeln kann jedoch für 
spezielle praktische Zwek- Abb. 2. Reeller und virtueller Strahlengang bei 
ke von auBerordentlicher Doppelspiegeln, deren Winkel von 90° abweichen 
Bedeutung sein, worauf 
später in einer besonderen Arbeit näher eingegangen werden wird. 
Von besonderem Interesse ist nun die Untersuchung, wie sich der Strahlengang 
und die Referenzeber« ändern, wenn der Winkel zwischen den Spiegeln eines 
Tripelspiegels andere Werte als 90° annimmt. Auch bei dieser Betrachtung wollen 
wir uns a. f die Darstellung in einer Ebene beschränken. In Abb. 2 sei zunächst 
der Fall a > 90° betrachtet, also a = R +9, wo der Winkel 9 den Überschuß 
über 90° bedeutet. Ein solches System sei durch den Winkel COD = 90 +9 dar- 
gestellt und wieder durch Schrafen hervorgehoben. Ein einfallender Strahl 8, 
wird in C und D reflektiert und als S{ den Tripelspiegel wieder verlassen. Wenn 
durel O vider eine virtuelle Spiegelebene gelgt wird, dann kann der Spiegel COD 
wegg«dac t werden und die Reflexion von S, erfolgt in B, so daß S, als Strahl 8, 
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Demnach sind die virtuellen Spiegelwege gegeben durch 
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austritt. Diem ausfallende Strahl S, ist parallel S/ und entspricht also in vor- 
her aus dem Winkelspiegel austretenden Strahl S’. "Umgekehrt kann der Strahl 8] 
als einfallend angenommen werden. Dieser wird virtuell in A reflektiert und ver- 
läßt als S} den Spiegel, natürlich parallel S,. Wenn sich diese Strahlen gegenseitig 
entsprechen sollen, dann müssen die reellen und die virtuellen Wege im Spiegel- 
system gleich sein. Es muß demnach gelten, wenn DE | BM’ und CE’ | AM': 


CD=CB+BE=DA+AE. 


Daß diese Beziehung gilt, ist nicht ohne weiteres auf den ersten Blick ersichtlich, 
ist jedoch mit dem Zirkel sofort nachmeßbar. Der Beweis gestaltet sich wie folgt: 


Zunächst werden die Strahlen S, und S/ verlängert, bis sie sich in M schneiden; 
die entsprechenden Strahlen S, und 8/ schneiden sich in M’.* Die Dreiecke AMB 
und AM’B sind gleichschenklig und kongruent. O ist der Mittelpunkt eines Kreises, 
an den die Dreieckschenkel MB, MA bzw. M'B, M’A Tangenten sind. Dieser 
Kreis ist jedoch gleichzeitig der Inkreis des Dreieckes CMD und der Strahl CD 
ist eine Tangente an diesen; sein Radius sei r. 


Zunächst ist ersichtlich, daß die beiden virtuellen Strahlenwege einander 
gleich sind, obwohl die Teilstrecken völlig ungleich sind. 
CB+ BE= DA + AE’. 
7 


_ Um dies deutlich zu machen, wird vom Punkt A das Lot auf Strahl 8, gefällt. 
Es wird dann DA = EF = b. Wird ferner das Lot von B auf Strahl 8] gefällt, er- 
hält man BC = GE’ = a. Man erhält also folgende ial 


OB + BE= a+b+FB 


DA + AE’=b+ AG +a. 


Die beiden Teilstrecken FB und AG sind jedoch einander gleich, da sie Tan- 
genten an den Kreis vom Radius r und Sehnen des Kreises sind, der mit dem 
Radius d = !/, AB um O gezogen wird Betrachtet man die Dreiec ke ABF und 
*A BG, dann ergibt sich fiir B und AG der Wert von 2d sing. Der Winkel 9 tritt 
auch an den Spitzen M und M’ auf und entspricht dem Überschuß des Spiegel- 
winkels x über 90°: 


= R—«. 


Es bleibt nun noch zu beweisen, daß 


a+b+2d cD 
ist. Dies ist jedoch aus der Figur ersichtlich. Man betrachte die Berührungspunkte 
H und J der Tangenten und es zeigt sich, daß 


BH=AJ-denp 
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ist. Da jedoch BC = a und DA = 6 ist, so ergibt sich ce 
CH=a-+dsing | 


DJ = 6+ dsing. 
Die Summe dieser Strecken muß aber der Strecke ce = CD gleich sein, da ja 
nach dem engines CH = CK und DK = DJ ist. Man erhält also 


Ganz analog gestaltet sich die Betrachtung fiir einen Winkelspiegel, fiir den 
a < 90° ist. Es sei in der Figur der Spiegel C’OD’ betrachtet, für den a’ = R—p 
ist. Hier wird der einfallende Strahl S, in C’ nach D’ reflektiert und tritt als 
Strahl 8} wieder aus. S, und 87 schneiden sich hierbei in M’. Als virtuelle Spiegel- 
ebene dient wieder der einfache Spiegel AB. Der Strahl S, wird im Punkt B vir- 
tuell reflektiert und tritt als S, aus, der wieder parallel S” ist. Entsprechend wird 
S; als einfallender Strahl in A reflektiert und verläßt als S’ parallel zu S, den 
Spiegel. Die Strahlenwege sind also die gleichen wie für den Fall « = R+q, 
lediglich die Wegunterschiede sind hier anders. Um diese zu studieren, werden die 
Lote D’B’ und C’A’ gefällt. Es muß demnach 


CD = C’'B+ BB’ = D'A+ AA’ 


sein. Wird bezeichnet BB’ = b’ und AA’ = a’, dann ersieht man aus BB’ = D'G 
und AA’ = C’F, daß wieder 


a’ +-b'+ 2d sing 


jedesmal die virtuellen Weglängen sind. Man betrachte nun die Tangenten an die 
Punkte K, H’ und J’ und wird erkennen, daß für CD’ = c’ wieder gelten muß 


e=a+b'+2dsing. 


Da die Strecken AJ’, J’G, BH’ und H’F einander gleich sind, ergibt sich das 
allgemeine Gesetz für alle Winkelspiegel, für die « = R + ¢ ist: nn 


c=a+b+2dsing, 


worin c die reelle Weglänge innerhalb des Spiegels ist und die Strecken a und 5b 
durch Lote von den virtuellen Reflexionspunkten auf die Strahlen gefunden werden. 


Die Abbildung zeigt weiterhin, daß für den rechtwinkligen Spiegel (p = 0) das 
Gesetz c’’ = a’ — b” gilt. Nimmt man den rechten Winkel C’OD als rechtwinkligen 
Spiegel an, und sei S, der einfallende Strahl, dann wird dieser in C’ nach D re- 
flektiert und tritt als S{ parallel zu sich selbst aus. Die reelle Weglänge im Spiegel 
ist c’’ = C’D. Dieser rechteckige Spiegel wird durch einen Einfachspiegel H’J 
ersetzt, der durch den Scheitel O geht, auf S, resp. Si aber senkrecht steht. Der 
virtuelle Weg von S, ist dann EH’ + H’ C’, der von 8] analog DJ + JA’. 


Eigentlich kommt sowohl zu den reellen als auch den virtuellen Weglängen 
jedesmal die Strecke HC’ = DA’ hinzu. Dies kann jedoch außer Betracht bleiben, 
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E 
und es ist lediglich zu beweisen, daß A 
an der i 
c’ = 
I 


ist. Daß diese Gleichung gilt, ist aus der Abbildung sofort zu erkennen. Die Strecken 
DJ und DK bzw. H’C’ und C’K sind als Tangenten, die von je einem Punkte an Tan; 
den Kreis gezogen werden, einander gleich, und so läßt sich obige Beziehung sofort 


Hai ablesen. Wenn also hier H’C’ = 6” und 


DJ = a” gesetzt wird, gilt c’’ =a” + 6”. 
Wenn man den rechten Winkel COD’ 
als Winkelspiegel annimmt, dann kann 
man, ohne die Figur ergänzen zu müssen, 
den Strahl S, als einfallend annehmen, 
Er wird in C und D” reflektiert und tritt 
als S{ parallel aus. Der virtuelle Spiegel 
ist in diesem Falle die Ebene HJ’, die 
wieder normal auf beiden Strahlen steht. 
Auch hier ist aus der Tangentenbeziehung 
sofort die Gleichheit der reellen und 
virtuellen Wege ersichtlich. 

Betrachtet man ein paralleles Strahlen- 
bündel S,, S,, S;...S, (Abb.3), das 
auf einen beliebigen Winkelspiegel auf- 
fällt, dann ergeben sich interessante geo- 
metrische Folgerungen. Die Strahlen S, 
werden in den Punkten D, und C,, re- 
flektiert und treten als S; aus. Von be- 
liebigen Anfangspunkten A, und be- 

liebigen Endpunkten B, ausgehend, 
4 2°? Jeitet man folgende Beziehung ab: 


Abb. 3. Parallel einfallende Strahlen ver- ; 
lassen einen Doppelspiegel nach Zuriick- A, D, + DiC, + C, B, 
Tegung einer gleichen Weglänge = A,D,+D,C, + Cu 


Dies ergibt sich daraus, daß nach der Tangenteneigenschaft stets 


A, E, = Aq Dn + Da 


a : B, Fy = By Cy + Cn Gy | 
\ 


In diesem Falle wird der Spiegel in O ruhend angenommen. Wenn man weiter- 
hin annimmt, daß der Spiegel sich in O dreht (Abb. 4), dann nimmt er etwa der 
Reihe nach die Stellungen D,0C,,D,00C,...D,OC, an. Ein einfallender Strahl 
S, wird hierbei stets in den Punkten D, C,, reflektiert und verläßt als S} den Spiegel. ' 
Beliebige Anfangs- und Endpunkte B vorausgesetzt, ergibt sich, daß die Vierecke 
ABC,„D, untereinander umfanggleich sind. Dies folgt daraus, daß sie die eine 2 
Seite AB gemeinsam haben, einerseits aber die Strecken AZ = AD, + D,G,, Dre: 
andererseits BF = BC, + C,G,, sind. gleic 
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Aus diesen geometrischen Betrachtungen ergibt sich ein geometrischer Satz, 
der in Abb. 5 noch einmal im Zusammenhang erläutert wird: 


Lege ich durch zwei Punkte A und B zwei beliebige sich in Punkt M schnei- 
dende Gerade und konstruiere einen beliebigen Kreis, an den diese beiden Geraden 
Tangenten sind, dann schneidet jede beliebige dritte an den Kreis gelegte Tangente 
die beiden ersten in zwei Punkte C und D und es gilt folgender Satz: 


4A 


Jy 

Abb 4. Drehung des Winkelspiegels beein- Abb. 5. 

flußi die Weglänge nicht. Es entstehen um- Illustration zu einem geonietrischen 
fanggleiche Vierecke = Satz 


Wenn die dritte Tangente vom Kreis aus gesehen auf der Seite von A und B 
liegt, dann sind ABCD stets umfanggleiche Vierecke, wie immer die dritte 
Tang nte gelegt wird (Abb. 5a, b). Im Grenzfall können 

1. Der Punkt M im Unendlichen liegen (Abb. 5c). ; 

2. Punkt D mit A, oder C mit B zusammenfallen (Abb. 5d), wodurch die 
Dre» ke ABC und ABD untereinander und mit jedem Viereck ABCD umfang- 
gleic «ind (Abb. 5e). 
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3. Die Punkte A und B mit dem Punkt M zusammenfallen (Abb. 5f), wodurch 
stets umfanggleiche Dreiecke DMC, D’MC" entstehen, wenn die 3. Tangente vom 
Kıeis aus auf der Seite von M liegt. 


Dieser geometrische Satz läßt über das vorliegende Problem der Winkelspiegel 
hinaus sicherlich eine große Anzahl von Anwendungen in der Praxis erwarten. 
Eine dieser Möglichkeiten läßt sich z. B. für die Erzeugung von Kugelflächen denken, 
wenn man sich vergegenwärtigt, daß die dritte Tangente DC jede beliebige Lage ein- 
nehmen kann und trotzdem der Umfang des Vierecks ABCD erhalten bleibt 
(siehe z. B. Abb. 5c). Eine mechanische Vorrichtung zur Erzeugung einer Kugel 
könnte etwa so aussehen, daß man mit einem Lineal CD schleift, während das 
Werkstück um die Symmetrieachse der Figur rotiert. Das Lineal wird durch 
einen Stahldraht oder dgl. geführt, der um 4 Rollen läuft, von denen zwei fest sind 
(A und B), während die beiden anderen (C und D) selbst in Richtung der beiden 
parallelen Tangenten geführt werden. Die Einstellung des gewünschten Kugel- 
radius erzielt man z. B. durch Änderung des Abstandes AB. 


Durch kleine Modifikationen ist es auch möglich, mit diesem Verfahren andere 
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E Berlin-Karow, Optisches Institut der Deutschen Akademie der Wissenschaften. 
< (Bei der Redaktion eingegangen am 26. Juli 1948.) 


Von Werner Braunbek 
(Mit 2 Abbildungen) 


% 


Inhaltsübersicht 


Für die Eigenfrequenzen und zugehörigen Schwingungsformen einfacher homo- 
gener Ketten einer endlichen Anzahl von Massenpunkten gibt es für 4 verschiedene 
spezielle Randbedingungen explizit ausdrückbare, überraschend einfache Lö- 
sungen. Da sonst meist, vor allem z. B. von Born, bei der Betrachtung „linearer 
dere Gitter‘‘ sofort die unendlich ausgedehnte Kette ins Auge gefaßt wird, andererseits 
in der ausgedehnten Literatur über die analogen elektrischen Ketten die Berech- 
nung fast immer auf durchlaufende Wellen zielt und die Eigenschwingungen höch- 
stens ganz nebenbei Interesse finden, sind die genannten strengen Ergebnisse für 
endliche Ketten kaum bekannt und mögen daher kurz dargestellt werden. 


I. Allgemeine Vorbemerkung 


Eine beliebige endliche Zahl » von gleichartigen Massenpunkten der Masse M, 
deren jeder für sich, ungekoppelt (etwa durch Aufhängung als Perdel), eine und 
dieselbe Frequenz , besitzt, und deren jeder nur einen Freiheitsgrad (Bewegung 
in der Kettenrichtung) haben möge, sind 
quasielastisch gekoppelt, etwa durch masse- 
lose Federn der Federkonstante k, während 
die beiden Endglieder mit einer anderen _ 
Federkonstante k, an feste Widerlager ge- ’ 
bunden sind. (Abb. 1.) Anja KMK K K K K 4 

Das einfache mechanische Problem, die 
n Eigenfrequenzen dieser Anordnung, welche 
z. B. in der Wellenmaschine, aber auch (mit % =0; k,=0) als ‚lineares 
Gitter‘‘ endlicher Ausdehnung etwa für innere Schwingungen kettenförmiger 
Moleküle eine Rolle spielt, zu bestimmen und die zugehörigen Schwingungsformen 
anzugeben, hat für spezielle Werte von k, eine verblüffend einfache Lösung, welche 
kaum bekannt ist und daher im folgenden in einer sehr einfachen Ableitung gegeben 
werden soll. 

M. Born!) geht zwar zur Einleitung seiner Gittertheorie ausführlich auf das 
„lineare Gitter‘ ein, verzichtet aber von Anfang an auf die Hereinnahme von 
Randbedingungen und betrachtet nur die unendlich ausgedehnte Kette. In den 
Fällen, wo er zur Festlegung diskreter Eigenfrequenzen eine endliche Zahl von 
Freiheitsgraden braucht, vermeidet er die Randbedingungen durch periodische 


1) M. Bornu. Th.v. Karman, Physik Z. 13, 297 (1912); ferner Hdb. d. Physik XX 
Artikel von Born u. Göppert-Mayer, insb. S. 638ff. 
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Wiederholung des Bewegungszustandes. In den ausführlichen Lehrbüchern der 
Theoretischen Physik ist das Problem entweder überhaupt nicht oder nur nach der 
allgemeinen Methode der Nullsetzens der Determinante der Bewegungsgleichungen 
behandelt, ohne die einfache explizite Lösung für den hochsymmetrischen Fall 
anzugeben. 

Selbst in der sehr reichhaltigen Literatur über elektrische Kettenleiter endlicher 
Gliederzahl, wo das völlig äquivalente Problem auftritt, ist die Lösung kaum irgend- 
wo explizit zu finden, wenn sie natürlich auch in den allgemeinen Gleichungen 
steckt. 


II. Die Eigenschwingungen der endlichen Kette 


Der Symmetrie wegen indizieren wir die Massenpunkte in Abb. 1 (Index m) 


. —1 n—1 
bei ungeraden n: .—1, 0,1. 
n—1 n— 3 1 1 n—3 n—1 
a 


Bei ungeraden n werden dabei die Indizes halbzahlig, sie bilden aber in beiden 
Fällen eine Folge der Differenz 1, und alle Formeln werden in beiden Fällen gleich- 
lautend, so daß man nicht zwischen geradem und ungeradem n zu unterscheiden 
braucht. Die Bewegungsgleichungen sind: 


für das erste und letzte Glied: 


= 
für alle übrigen: 
2, 2k k 


| 

= 
1 


im + (08 + + m-ı) =O. | (2) 
Oder mit dem harmonischen Ansatz x ~ et®t: 
- % n-177% = 


2k k 
+ tm — + = 0, 2) 
_ wobei unter Xm jetzt die Amplituden verstanden werden können. 
Born (l.c.), der bei seinem „linearen Gitter‘ keinen Rand annimmt, erhält 
nur das Gleichungssystem (2’) wobei m von — oo bis + oo läuft, als unendliche 
Zyklante. Er löst diese durch einen Ansatz der Form: 


Tm = (3) 
der eine fortschreitende Welle mit der „Wellenlänge“ u 
Qn 


darstellt, wenn s der Abstand zweier Massenpunkte ist. « und damit auch A kann 
im Fall der unendlichen Kette einen beliebigen Wert haben. Es genügt jedoch, die 
&-Werte in einem Intervall —x <x <2 zu betrachten, da der Bereich außerhalb 
dieses Intervalls für z,, nach (3) nichts Neues liefert. PR 
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Winkelfunktionen von (” 5 x) und « ausdrückt und (5) beachtet, die transzendente 
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Einsetzen von (3) in (2°) zeigt, daß sich w unabhängig vom Index m (was den 
Ansatz NE ergibt zu: 


= w? ka — cos x) = @ + sin? =. (5) 


Dies ist die Bornsche ,,Dispersionsgleichung‘ (bei Born immer mit &, = 0), 
welche den Zusammenhang von Frequenz w und Wellenlänge A im unendlich ausge- 
dehnten linearen Gitter darstellt. 

In unserem Fall sollen jedoch die Eigenfrequenzen einer endlichen Kette 
bestimmt werden. Wir führen daher statt (3) den Ansatz einer stehenden Welle 

= (x m) (6) 
ein, wobei der cos die Schwingungsformen mit einem Bauch, der sin diejenigen 
mit einem Knoten in der Mitte der Kette liefert. Auch (6) erfüllt das System (2’) 
unabhängig von m und führt (selbstverständlich, da die stehende Welle als Über- 
lagerung zweier entgegengesetzt laufender aufgefaßt werden kann) zur selben 
Beziehung (5) für w. 

Man sieht zunächst also ohne weitere Rechung, daß die diskreten (w, a)- 
Punkte, bzw. (w, A)-Punkte einer endlichen Punktkette unabhängig von deren 
Gliederzahl für alle Eigenschwingungen streng auf der Bornschen Dispersions- 
kurve liegen. 

Die diskreten x-Werte der endlichen Kette — nach (6) genügt es, die x-Werte 
im Intervall O <« <a zu betrachten, da (—x) dasselbe z,,-Verhaltnis und nach 
(5) dasselbe w gibt wie (+) — werden aber nun durch die Randbedingungen fest- 
gelegt, die darin ihren Ausdruck finden, daß die beiden Gl. (1’) zu demselben w 
führen müssen wie (2’) bzw. (5). 


Dies gibt, wenn man den Ansatz (6) in (1’) einführt, den = (" > : x) in den 


Bestimmungsgleichung für a: 


= 2 “Jein** 2 cos k, 
= 2cosa + —— 1 
(" _ x) Sun k 
sin 2 
die auch auf die Form gebracht werden kann: is 
cos/n +1 (1-4 cos/n — 1 
. x — 
oder auch: 
‘) kı, sin ("z ) - 
5) 
cos\ 2 k 2 sin 


Nun zeigt es sich, daß diese Gleichungen fiir 4 on Werte von k,/k, 
und zwar für k, = 0,k, 2k, oder oo, sehr einfache, explizit angebbare Lésungs- 
systeme von je n verschiedenen Werten x haben, während sie für andere Werte 
von k,/k graphisch (oder numerisch) gelöst werden können. Die n verschiedenen 


?) Dies liegt daran, daß sich die e-Funktion, wie auch cos und sin nicht nur in ihrem 
Differentialquotienten, sondern auch in ihrem Differenzenquotienten, der in (2’) auf- 
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&- „Werte ergehen dann nach (5) die x verschiedenen Eigenfrequenzen und nach (6) 
die zugehörigen Schwingungsformen, d. h. die Amplitudenverhältnisse der einzelnen 
Massenpunkte. 


III. Die Abhängigkeit von den Randbedingungen 


o= (r=1,2,...n) (8) 


Die Lösung r = (n + 1), x =z ist nicht brauchbar, wie direktes Einsetzen in 


(7) zeigt. 
2: Pall: &, = k. 
n. cos fn +1 
Hier ergibt (7’): 2 ( 5 x) — 0 2 Ne 
(9) 


Hier ist r = 0,x = O nach (7) nicht brauchbar. Die laufende ganze Zahl wurde 
jetzt r genannt gegenüber (r— 1) in (8), damit beidemal r = 1 die erste Eigen- 
schwingung bedeutet. 

3. Fall: k, = 2k. 

Gl. (7) zeigt, daß sie in sich selbst übergeht, wenn man « durch (~— x) und k, 
durch (2k—k,) ersetzt. Ihr gesamtes Lösungssystem ist also zum Punkt 


= k) zentrisch symmetrisch. Fall 3 liegt damit symmetrisch zum Fall 1, 


wobei dem Fehlen von x = 0 jetzt das Fehlen von x = entspricht. Bezifferung 
der r in der Weise, daß zum kleinsten x-Wert r = 1 gehört, gibt daher: 


4. Fall: kj; = oo 
Hier kommt aus (7): = ? cae 


Sowohl r = 0 wie r = (n— 1) ist auszuschließen, da hierbei auch der Zähler 
in (7) Null wird und der Bruch einen endlichen Grenzwert hat. 

Der Fall 4 ergibt also im Gegensatz zu den Fallen 1— 3 nur (n— 2) verschiedene 
Lösungen. Dies rührt daher, daß k, = oo völlige Festlegung der beiden Rand- 
punkte bedeutet, wonach die Kette nur noch (n— 2) Freiheitsgrade besitzt und 
im übrigen den Fall 2 darstellt. Tatsächlich geht (11) aus (9) hervor, wenn man 
dort n durch (n— 2) ersetzt. Der Fall 2 und 4 entspricht übrigens völlig dem von 
Lord Rayleigh®) behandelten Fall der durch äquidistante Massenpunkte be- 
lasteten Seite. 

Das einfache Gesamtergebnis läßt sich so ausdrücken: Für die 4 speziellen 
Werte k, =. 0, k, 2 k, oder co ergeben sich je äquidistante a-Werte, d. h. nach (4) 


1 
äquidistante — —-Werte für die n, bzw. (n— 2) Eigenschwingungen der Kette. 


Damit erfüllt od (5) in diesen Fällen auch die Folge der Eigenfrequenzen w eine 
außerordentlich einfache Beziehung. Besonders deutlich wird dies fiir &, = 0; 


3) J. W. Strutt, Baron Rayleigh; The Theory of Sound. 
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k, = 0, a fiir das ean „lineare Gitter‘ zen Länge. Hier wird: 


Fain = = 5). (12) 


Die n Eigenfrequenzen All sich als die Sinusse der n ee Tei- 
lungswerte des Winkels 90°, beginnend mit Null, endigend mit - = uud #5. . Mit 
n > oo (r endlich) werden die Sinusse selbst äquidistant; man hat den Ei 
zu den harmonischen Obertönen des kontinuierlichen homogenen linearen 
Gebildes. 

Für andere als die 4 speziellen k,-Werte sind die durch graphische Lösung von 
(7) bestimmbaren & zwar noch näherungsweise, aber nicht mehr exakt äquidistant. 
Ihren Verlauf bei kontinuierlicher Variation des k, von 0 bis oo zeigt für n = 7 die 
Abbildung 2, wobei die äqui- P 
distanten Reihen bei k, = 0, k, 
2k und oo besonders hervorge- 
hoben sind. 

Die Darstellung zeigt, daß 
fir k, > =” nur noch (n— 1), 


für k, 2 k nur (n— 2) Lö- 


sungen ee Wo sind die 


beiden höchsten Eigenschwin- 
gungen geblieben ? 

Eine genauere Diskussion der 
beiden in (7) vereinigten Glei- 
chungen ergibt, daß die eine für 0 
k, > 2k, die andere für Abb.2. Die Abhängigkeit des x von k, fürn =7 
k,> = = k je eine komplexe 


Lösung der Form x =2 + iy besitzt. Diese on |= entsprechen 
auch physikalisch realen Vorgängen und stellen die fraglichen beiden oberen Eigen- 
schwingungen dar. Sie ergeben nach (5) je eine reelle Frequenz, die außerhalb der 
„normalen‘‘ Reihe (für große k, sehr hoch) fällt, und nach (6) werden auch die 
Amplitudenverhältnisse reell. Das Schwingungsbild der Kette ist nun aber nicht 
mehr das einer cos- oder sin-Kurve, sondern das einer Eoj- oder Sin-Funktion mit 
alternierenden Ausschlägen. Im Extremfall sehr hohen k, schwingen nur die beiden 
Randpunkte mit beträchtlicher Amplitude, und die Schwingung fällt in das Innere 
der Kette hinein mit alternierenden Richtungen dem Betrag nach exponentiell ab. 

Die ganzen hier dargestellten Überlegungen lassen sich übrigens leicht auf all- 
gemeinere Ketten, die nicht reine Kraft-, sondern gemischte Kraft- und Träg- 
heitskopplung aufweisen, deren Bewegungsgleichungen also auch in den x-Termen 
Kopplungsglieder haben, ausdehnen. Selbst dann gibt es bei bestimmten Bezie- 
hungen der Koeffizienten (jedoch nicht mehr allgemein) Fälle, welche als Lösung 
eine äquidistänte x-Folge haben. In jedem Fall aber lassen sich die Eigenfrequenzen 
über die graphische Lösung einer (7) analogen Gleichung sehr viel einfacher er- 
halten als mittels der immer sehr mühsamen Berechnung über die Determinante 
der Bewegungsgleichungen. fa 

Tübingen, Lehrstuhl für Theoretische Physik der Universität. 


‘ (Bei der Redaktion eingegangen am 5. Juli 1948.) 
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Die Eisen-Platin-Invare und ihre 


; Von A. KuBmann, M. Auwärter und G.Grfn. v. Rittberg 
(Mit 5 Abbildungen) 4 


Inhaltsübersicht 


1. Die Platin-Eisen-Legierungen zwischen 54 und 65 Gewichtsprozent (25 bis 
35 At-Prozent) zeigen in noch stärkerem Maße als die Nickelstähle einen Invar- 
Effekt, wobei nicht nur die thermische Ausdehnung verschwindet, sondern die 
größten bisher beobachteten negativen Ausdehnungen auftreten. 


2. Die Eigenschaften hängen stark von der Wärmebehandlung ab und lassen 
sich durch diese variieren. Als Höchstwerte wurden in abgeschreckten Legierungen 
negative Ausdehnungskoeffizienten von —30 - 10% (Kontraktionen im Gesamt- 
betrag von 2 Promille), im angelassenen Zustande Ausdehnungskoeffizienten nahe 
bei Null in breiten Temperaturbereichen bis zu 300° beobachtet. 


3. Die Ursache für diese Erscheinung ist in der extrem hohen Magnetostrik- 
tion der Legierungen in diesem Gebiet zu suchen. Ihre Änderung mit der Wärme- 
behandlung hängt dagegen mit der Bildung bzw. Auflösung einer geordneten Atom- 
verteilung Fe,Pt zusammen. 


4. Auf die Möglichkeit technischer Anwendung einzelner Legierungen wird 


. 


. 1¢s 

Im Jahre 1937 konnte einer der Verfasser!) zeigen, daß gewisse Platin-Eisen- 
Legierungen analog den 36proz. Nickelstählen oder den Fe-Co-Cr-Legierungen 
(Stainless-Invar) ebenfalls ein Invargebiet besitzen, wobei nicht nur verschwindende, 
sondern sogar negative Ausdehnungskoeffizienten vorkommen. Schon damals 
war vermutet worden, daß das Optimum noch nicht erreicht war und daß noch 

höhere negative Werte als beobachtet auftreten. 


In der Zwischenzeit?) wurde in längeren Versuchsreihen diese Frage weiter 
geklärt, und zwar gelang es, zu zeigen, daß die Invar-Effekte im System Pt-Fe 
sich über wesentlich breitere Temperaturbereiche erstrecken als bei den Nickel- 
stählen, und daß weiter hier die größten bisher beobachteten negativen Ausdeh- 
nungskoeffizienten vorkommen, die ihrem Absolutbetrage nach die Ausdehnungs- 
beiwerte der meisten übrigen Metalle um ein erhebliches übertreffen. Leider 
fehlte aber bisher die Gelegenheit, die Ergebnisse dieser Untersuchungen, in denen 
auch die verwickelte Abhängigkeit von der Wärmebehandlung gedeutet werden 
konnte, zu veröffentlichen. 


1) A. Kußmann, Physik. Z. 88, 42 (1937). ARE 


| 2) Die Hauptmessungen wurden in den Jahren 1943/44 durchgeführt. 
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Struktureller Aufbau der Legierungen 


Zum Verständnis der Abhängigkeit der Eigenschaften von der Vorbehandlung 
müssen einige Worte über die Phasengestaltung des Invarbereiches vorausgeschickt 
werden. : 


Die Pt-Fe-Legierungen mit der anomalen Wärmeausdehnung liegen analog 
den Invarstählen des Systems NiFe auf der Eisenseite des Systems (vgl. Abb. 1) 
bei einem Platingehalt von etwa 25 bis 35 At%, was hier jedoch einem wesentlich 
höheren Gewichtsprozentsatz (55 bis 65 Gew.%, Pt) entspricht. Da die Zustands- 
diagramme beider Systeme in ihrem Verlauf ähnlich sind, so liegt in beiden Fällen 
der ausgezeichnete Bereich kurz oberhalb der Grenze der irreversiblen x/y-Um- 


0 70 20 40 
72000 T T T T 

— fet 
400° \ 
, 

7 \ 

3 + Magnet. 

0 40 60 80 700 x 
/nvar-bebiet 


Abb. 1. Schema der Umwandlungen der Eisen-Platin-Legierungen im festen Zustand 


wandlung. Gefügemäßig bestehen sie wie diese aus der y-Phase mit kubisch- 
flächenzentriertem Gitter, die bei beiden magnetisch und durch niedrige Lage der 
Curiepunkte (zwischen Raumtemperatur bis 300°) gekennzeichnet ist. Zu höheren 
Platingehalten hin ist der Invarbereich hier durch das Auftreten der Phase FePt 
begrenzt. 


“Von den Nickel-Stahl-Invaren ist nun bekannt, daß sie bei Wärmebehandlung 
eine zwar geringe, aber doch merkbare und technisch wichtige Veränderung ihres 
Ausdehnungsverhaltens zeigen: Rasches Abschrecken von 800° bewirkt eine Ver- 
minderung, langsames Abkühlen oder-Tempern eine Erhöhung der Ausdehnung, 
und zwar liegen die auftretenden Veränderungen der Koeffizienten in der Größen- 
ordnung 0,3 bis 1 - 10%. Da es sich bei den Nickel-Eisen-Legierungen um homogene 
Mischkristalle ohne Umwandlung handelt, deren Eigenschaften durch Temperatur- 
einwirkung nicht beeinflußt werden dürften, so nimmt man, wie auch in vielen 
anderen Fällen, an, daß diese Effekte auf die Anwesenheit bzw. wechselnde Lös- 
lichkeit von Verunreinigungen, insbesondere Kohlenstoff, zurückzuführen sind. 
Gestützt wird diese Auffassung durch die Tatsache, daß der meist unvermeid- 
liche Kohlenstoffgehalt der Nickelstähle bei längerem Lägern abgeschreckter 
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Legierungen Alterungserscheinungen *) verursacht, die um so größer sind, je höher 
der Kohlenstoffgehalt ist und — wie bekannt — der allgemeinen Anwendu:o der 
Invare für Präzisionsmaßstäbe usw. hinderlich gewesen sind. 

Die Untersuchung der Platin-Eisen-Legierungen zeigte nun, daß auch hier ganz 
ähnliche Änderungen des Ausdehnungsverhaltens mit der Wärmebehandlung auf- 
treten — je nachdem die Legierungen von 800° rasch oder langsam abgekühlt bzw, 
getempert sind — die aber ihrem Betrage nach um Größenordnungen stärker ist, 
Diese Beeinflußbarkeit der Eigenschaften ist so beträchtlich — der Curiepunkt 
ändert sich beispielsweise um 100° — und ist auch unabhängig vom Reinheits- 
grad der Legierungen, daß sie sich nicht mehr durch Löslichkeitsverschiebungen 
von Fremdbestandteilen deuten läßt. Es ist viel mehr auf Grund einer eingehenden 
Untersuchung des Zustandsdiagramms, über die an anderer Stelle*) berichtet 
wird, anzunehmen, daß wir es in dem betreffenden Konzentrationsbereich mit einer 
Überstrukturphase Fe,Pt zu tun haben, die je nach der Wärmebehandlung ausge- 
bildet oder unterdrückt, bzw. zerstört wird. Die Atomordnung Fe,Pt wird dabei 
durch langdauerndes Erwärmen bei etwa 600° gebildet, und sie hat andere Eigen- 
schaften als der Mischkristall. Durch rasches Abkühlen von hohen Temperaturen 
oberhalb 800° wird die Überstruktur übersprungen, bzw. kommt nicht zur Aus- 
bildung, woraus die Eigenschaftsverschiebungen resultieren. 

Aus dem Gesagten ist verständlich, daß man eindeutige und die Probenzu- 
sammensetzung kennzeichnende Werte hauptsächlich in den beiden Zuständen der 
vollkommenen Unordnung und der maximalen Ordnung der Atome erhalten wird, 
zwischen denen sich durch entsprechende Behandlung natürlich alle beliebigen 
Zwischenwerte erreichen lassen. In der folgenden Arbeit sind vor allem die beiden 
genannten Zustände behandelt, d.h. die Proben gelangten entweder abgeschreckt 
(im Mischkristallzustand) oder nach längerer — meist etwa 48stündiger — Glühung‘ 
bei 600°, wodurch die geordnete Atomverteilung hergestellt wird, zur Untersuchung. 


Proben und Meßverfahren 

Die Versuche wurden ausgeführt an einigen aus einer größeren Untersuchungs- 
reihe über die magnetischen Eigenschaften wegen ihrer Probenlänge ausgesuchten 
Legierungen. Die betreffenden Legierungen waren aus Platin vom Reinheitsgrad 
99,9% und Armco-Eisen im Hochfrequenzinduktionsofen in Tontiegeln unter 
Wasserstoff als Schutzgas erschmolzen und zu Stäben von 3—5 mm Durchmesser 
und etwa 50 mm Länge vergossen. Durch langdauernde Glühungen waren evtl. 
vorhandene Steigerungserscheinungen beseitigt und das Gefüge homogenisiert. 
Die Zusammensetzung der Proben ist aus Tabelle 1 zu ersehen. 

Zur Bestimmung der Ausdehnung diente ein Quarzdilatometer nach der Rohr- 
methode, das je nach dem gewünschten Temperaturbereich in Kühl- oder Heiz- 
bäder oder einen elektrischen Ofen eingeführt werden konnte. Als Anzeigeinstru- 
ment für die Längenänderung wurde entweder eine Meßuhr oder mikroskopische 
Ablesung benutzt. 

Ergebnisse 

Die erhaltenen Ergebnisse sind in den nachfolgenden Abb. bis 2-5 und in 
der Tabelle wiedergegeben, wobei wir, um die Darstellung nicht durch zu viele 
Linienzüge zu verwirren, uns mit der Heraushebung des Charakteristischen be- 
gnügt haben. Zusammenfassend zeigt so Abb. 2 den Verlauf der Ausdehnung der 


. 8) C. E. Guillaume, Rev. Metallurg. 1928, 35. 
4) Erscheint in Z. Metallkde. , - 
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Platin-Eisen-Legierungen mit der Temperatur, und zwar sind die abgeschreckten 
Proben durch gestrichelte Kurven, die getemperten dagegen durch ausgezogene 
Kurven wiedergegeben: Während sich die reinen Metalle und ebenso die hoch- 
platinhaltigen Legierungen bis herab zu 70% Pt mit der Temperatur gleichmäßig 
ausdehnen — auf die Bildung der Phase FePt und die dadurch bedingten Unregel- 
mäßigkeiten des Kurvenver- 

laufs soll hier nicht näher 8 
eingegangen werden — läßt 
sich im Legierungsbereich 
zwischen 54 und 65 Gew.% 
Pt ein mittlerer, in der Ge- 
gend der Raumtemperatur 
bis etwa 300° gelegener 
Kurvenabschnitt mit ano- 0 
malem Ausdehnungsverhal- 

ten erkennen, in dem die 

Proben eine sehr verringerte 


bzw. keine Dehnungoderso- „° 
gar eine Kürzung aufweisen. © 
Der Übergang zwischen die- &. 
sem Invargebiet und dem N 


Kurventeil normaler Steil- 
heit verschiebt sich mit 
wachsendem Platingehalt zu 


Gleichzeitig werden auch die 
Anomalien geringer. 
Betrachten wir die Ver- 
hältnisse im einzelnen, und 
zwar zunächst die abge- 
schreckten Legierungen, so 
sieht man, daß man es hier 4 
stets mit einer Kontraktion 
zu tun hat. Dieser Effekt ist 


Lineare Ausdehnun 
S 


25 


fe 
am stärksten ausgeprägt in 0 er | fem 
der Nähe der Grenze der "200 0 200 400 600 OT 
y/x-Umwandlung und wird Abb. 2. Wärmeausdehnung von Platin-Eisen- 
zu höheren Pt-Gehalten ge- Legierungen 


ringer. Bei den in der 
Figur als niedrigst-prozentig angegebenen Legierungen mit 54 Gew.% Pt beginnt 
das anomale Ausdehungsverhalten bei —30° und erstreckt sich bis etwa +50°. 
In diesem Temperaturbereich zeigt die Probe bei Erwärmung eine negative Aus- 
dehnung, die bei Hin- und Rückgang völlig reversibel durchlaufen wird und eine 
Gesamtkürzung von etwa 2 Promille bewirkt, d. h. also bei einer Probenlänge von 
10 cm etwa 0,2 mm und somit beinahe schon mit bloßem Auge zu erkennen ist. 
Der sich aus dieser Zahl errechnende Ausdehnungsbeiwert von etwa —30 : 10* 
ıst seinem Absolutbetrage nach größer als die positive Ausdehnung der meisten 
übrigen Metalle und Legierungen, die üblicherweise zw ischen +10 und +20 - 10% 
liegt (Eisen etwa +10 - 10, Zink etwa +22 10), 
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_ wandlung bei —30° liegt, d. h. man darf solche Proben nicht auf tiefere Tempera- 
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Zu bemerken wäre noch, daß bei der Legierung mit 54 Gew.°%, die y/x-Um- 


turen abkühlen, ohne daß sie durh Übergang in den x-Zustand zusätzlich irre- 
versible Alterungserscheinungen zeigen. In noch höherem Maße gilt dies von 


Proben mit geringerem Platingehalt, die noch ganz im Bereich der y/x-Umwandlung 
liegen. Die Ausdehnungsanomalien im y-Zustand sind bei ihnen ebenfalls noch 


vorhanden und zwar in noch wesentlich größerem Maße. Bei Proben mit 53% Pt 


wurden so Ausdehnungsbeiwerte bis —60 - 10% beobachtet, doch sind diese Le- 


ern bei Raumtemperatur nicht mehr stabil, sondern ihr Gefüge wandelt sieh 
b 


bei längerem Lagern in ein Gemenge aus y und x um. Da diese x-Phase eine ge- 


ringere Ausdehnung besitzt als die y-Phase, so zeigen diese Proben dann einige 


‘Zeit.nach dem Abschrecken eine Verringerung des Ausdehnungskoeffizienten. 


Bei etwas höheren Platingehalten verschieben sich die Thermo-Kontraktionen 
nach höheren Temperaturen, wobei sie zunächst nahezu in gleicher Größe bleiben. 
Die y/x-Umwandlung sinkt aber bei diesen Legierungen so tief unter Raumtem- 
peratur, daß man die Proben ohne weiteres auf —200° abkühlen kann, ohne die 
a-Phase zu erreichen. Oberhalb etwa 56 bis 57% Pt existiert überhaupt keine 
&-Phase mehr. Als Beispiel für eine derartige Legierung möge in der Abb. 2 die 
Probe mit 57% Pt gelten. Hier tritt ebenfalls eine Verkürzung um insgesamt 
18 mm pro m in einem Temperaturbereich von +30 bis +100° ein, während sich 
oberhalb und unterhalb die Probe mit der Temperatur gleichmäßig ausdehnt. 
In vergrößertem Maßstab ist eine Ausdehnungskurve für eine andere Probe glei- 
cher Zusammensetzung in Abb. 5 wiedergegeben. 

Im Bereich von etwa 60 bis 63% Pt hat sich die Kürzung noch ‚mehr ver- 
kleinert und zu höheren Wärmegraden in der Gegend von 200° verschoben. Ober- 
halb 65%, wird der Invareffekt dann unmerklich, Proben mit 70% Pt zeigen von 
einigen durch die Bildung der Verbindung FePt bedingten Unregelmäßigkeiten 
abgesehen, im ganzen eine gradlinige Dehnung mit der Temperatur. 

Über die sonstigen Eigenschaften der abgeschreckten Platin-Eisen-Legierungen 
ist folgendes zu bemerken): 

Der elektrische Widerstand der Legierungen beträgt zwischen 0,6 bis 0,8 2 
je m/m?, die Sättigungsmagnetisierbarkeit bei Raumtemperatur zwischen etwa 
2000 bei 54%, Pt und 10000 bis 12000 bei den höher prozentigen Proben, der magne- 
tische Umwandlungspunkt liegt bei der Probe mit 54%, Pt bei etwa +30°, bei 
der mit 60%, bei 165° und bei 65%, bei 230°. Naturgemäß dürfen die Legierungen 
in diesem abgeschreckten Zustand nicht höher als etwa 400 bis 500° erwärmt 
werden, da sonst Anlaßwirkungen auftreten und die Proben in den getemperten 
Zustand übergehen. Beschränkt man sich jedoch auf den genannten Temperatur- 
bereich und nimmt auch nachträglich keine plastische Verformung der Proben vor, 
so werden die Ausdehnungskurven vollkommen reversibel, d.h. ohne Auftreten 
einer Hysterese durchlaufen und die erreichten Werte sind gut reproduzierbar. 
Innerhalb einer mehrmonatigen Lagerungsdauer wurdeu innerhalb der hier auf- 
gewendeten Genauigkeit von etwa 1%, auch keine Alterungserscheinungen beob- 
achtet. 

Eine erhebliche Änderung des Kurvencharakters der Legierungen tritt nun ein, 
wenn man die Platin-Eisen-Proben dieses Bereiches längere Zeit erwärmt und 
damit die Ordnungsphase Fe,Pt zur Ausbildung bringt. Um diese Atomordnung 


5) Eine eingehendere Veröffentlichung erfolgt in einer nächsten Arbeit. 
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sicher herbeizuführen, ist ein 48stündiges Anlassen bei 580 bis 600° erforderlich. 
Höhere Temperaturen, etwa in der Gegend von 700° dürfen nicht angewendet 
werden, da hier bereits wieder eine teilweise Auflösung der Überstruktur statt- 
findet, während bei tieferen Temperaturen die Reaktion zu langsam abläuft und 
daher zu lange Zeit brauchen würde. Der Vollzug der Umwandlung zeigt sich — 
außer im Röntgenbild — vor allem dadurch an, daß die magnetische Umwand- 
lungstemperatur der Proben um etwa 100° gegenüber dem abgeschreckten Zu- 


stand erhöht ist, beispielsweise bei der Probe mit 55%, Pt von 50° auf 145°, bei 


der mit 60%, Pt von 165° auf 280°. Auch die Magnetisierbarkeit zeigt charakteri- 
stische, ihrem Betrage nach 


aber sehr kleine Ände- 2? 
rungen — die Sättigungs- 54% 
intensität wird um einige 
Prozent vergrößert — wo- = 


gegen sich Magnetostrik- 
tion und thermische Aus- vey 
dehnung sehr stark ändern. 

Die Änderung des Aus- 
dehnungsverhaltens durch 
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S 


Legierung mit 54%, Pt 


) 
4 
wird, d. h. eine angelassene 
zeigt ein ähnliches Ver- 1 


halten wie eine. abge- /54%P) Temp. 


schreckte mit 60% Pt, die “SO pe 0° 700° 200° 3009 400°C 
mit 57% Pt in angelasse- Abb. 3. Ausdehnungskoeffizient von Pt-Fe-Leg. Ei 2 


nem Zustand ähnelt der Abgeschreckt 
65proz. im abgeschreckten 


Zustand usw. Außer dieser Verschiebung zu höheren Temperaturen tritt aber im 


ganzen gesehen durch die Wärmebehandlung noch eine Verbreiterung des gesamten 
Effektes über einen größeren Temperaturbereich auf. Beginnen wir wieder mit den 
platinärmeren Legierungen, so zeigt die Probe mit 54%, hier ebenfalls noch eine 
Kontraktion, die bei —100° beginnt, sich bis etwa +125° erstreckt und einer G& 
samtkürzung von 1,5 Promille entspricht. Ähnlich, aber bei etwas höheren Tem- 
peraturen von 0 bis etwa 160° verhält sich die Probe mit 55%, Pt. Bei Legierungen 
zwischen 57%, und 61% Pt haben wir es dann mit ausgesprochen verschwindender 
Dehnung über weite Temperaturbereiche zu tun. Der Bereich, in dem der Aus- 
dehnungskoeffizient nahezu Null erhalten wird, ist dabei etwa doppelt so groß 
wie bei den Nickelstähl-Invaren — bei denen er höchstens etwa 100 Temperatur- 
grade umfaßt — und erstreckt sich vor allem bis zu höheren Temperaturgebieten, 
die je nach der Zusammensetzung zwischen 0 und 300° liegen. Auf diesen wesent- 
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lich breiteren Temperaturbereich des Invareffektes wird besonders aufmerksam 
gemacht, weil er unter Umständen eine gewisse technische Bedeutung erreichen 
kann. Weiter ist in diesem Zusammenhang noch wichtig, daß die Legierungen im 
angelassenen Zustand — da ihr Gefüge dem Gleichgewicht entspricht .— sich 
völlig stabil verhalten, d.h. von tiefen Temperaturen bis zu etwa 700° werden 
Hin- und Rücklauf der Ausdehnung völlig reversibel durchlaufen. 

Eine etwas andere Darstellung des Verhaltens dieser Legierungen geben die 
aus Ausdehnungskurven errechneten Werte des wahren Ausdehnungskoeffi- 
zienten, die für eine Reihe Legierungen in der Abb. 3 (abgeschreckte Proben) und 
Abb. 4 (angelassene Proben) wiedergegeben wird. Zahlentafel 1 stellt die mittleren 
Temperaturkoeffizienten der Eisen-Platin-Reihe für Raumtemperatur zusammen, 

Bei den abgeschreckten Proben, (Abb. 3) haben wir es darnach "zwischen 
54%, bis 63%, Platin in breiten Temperaturbereichen mit negativen Ausdehnungs- 
koeffizienten zu tun. Als 
Minimum wurde in der 
37 Abbildung der stabile Wert 

ar E x von —30 - 10 angegeben. 
Auf die noch tieferen, aber 
na instabilen Werte wurde be- 
60%PI reits oben hingewiesen. 
N | Erhöhen wir den Platin- 


Be 364 gehalt, so liegt das Mini- 
mum des Ausdehnungs- 


N > koeffizienten bei höheren 
. Temperaturen und erreicht 
geringere Werte. Oberhalb 
65%, treten nur noch posi- 
/emp) tive Koeffizienten auf. 
-700° 0° 700° 200° 300° 400°C Bei den angelassenen 
Abb. 4. Ausdehnungskoeffizient von Pt-Fe-Leg. Proben (vgl. Abb. 4) sind 
Angelassen die tiefen Minima des Aus- 
dehnungskoeffizienten ver- 
schwunden. Die Legierungen zeigen über weite Temperaturbereiche den Aus- 
dehnungskoeffizienten nahe bei Null. Bei geigneter Wahl der Zusammensetzung 
lassen sich diese Werte sicher ohne Schwierigkeit ganz auf Null herabdrücken. 
Wendet man eine andere Wärmebehandlung an, beispielsweise ein Anlassen 
bei kürzeren Zeiten oder niederen Temperaturen, bei denen die Bildung der Phase 
Fe,Pt nur unvollständig erfolgt, so lassen sich natürlich Zwischenwerte zwischen 
den beiden Kurventypen der Abb. 3 und 4 herstellen. Über die hier erzielten 
Ergebnisse wird an anderer Stelle berichtet werden. 
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Diskussion 


Zur Deutung des Invarverhaltens der Nickelstähle sind im Laufe der Zeit die 
verschiedensten Annahmen herangezogen worden; von ihnen dürften die älteren 
Hypothesen der Wirksamkeit ‘einer chemischen Verbindung oder eines Phasen- 
überganges zwischen x- und y-Eisen, wodurch mit steigender Temperatur die nor- 
male Ausdehnung kompensiert werden sollte, nur noch historische Bedeutung 


-versibel verlaufen, sonder 


aus 
unn 
pun 
star 
Ma; 
geg 
bes 
bei 


hoh 


Ku 
SER 
x 0° 
4° 
69 
89 
Be: 189 
35% 
45 
4 50° 
Ein 
wol 
Ch 
pos 
tior 
sier 
zus; 
kon 
Del 
Ten 
nah 
Cur 
der 
ent; 
ma; 
dies 
klei 
den 
Nic 
ach: 
klaı 
AB haben, da nach unseren Erfahrungen solche Umsetzungen nicht vollkommen re- 
‘ie Re stets mit einer gewissen Hysterese verknüpft sind. die 


sam 
shen 
1 im 
sich 
rden 


. die 
ef fi- 
und 
eren 
men, 
chen 
ings- 
Als 
der 
Wert 
ben. 
aber 
e be- 
n. 
atin- 
Mini- 
ings- 
leren 
eicht 
"halb 


posi- 


enen 
sind 
Aus- 
ver- 
Aus- 
zung 
assen 
»hase 
chen 
elten 


t die 
teren 
asen- 
nor- 
tung 
n re- 


‘ unmittelbarer Nähe 
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Thermische Ausdehnungskoeffizienten a 
N Platin-Eisenlegierungen zwischen 0° und 20°C 
Behandlung a» 108 | Behandlung la - 106 Behandlung |x - 10% 
0% Pt +11 | 54% Pt abgeschr. | —30 | 63% Peabgeschr. +? 
% Pt angel. +11 angel. —6 | angel. 
6% Pt angel. +12 | 55% Pt abgeschr. —30 | -65% Pt angel. +8 
8% Pt angel. | +138 angel. —2,5 70% Pt angel. +7 
18% Pt angel. | +12 | 57% Pt abgeschr. —b | 77,5% Pt angel. +7 
35% Pt angel. | +10 | angel. +3 | 92% Pt angel. +6 
45% Pt angel. | + 9| 60% Pt abgeschr. +5 | 96% Pt angel. +7 
abgeschr. | +14 angel. +6 |100% Pt angel. +8,5 
50% Pt angel. | + 9! 61% Pt abgeschr. +8 | 
angel. +6 


Eine solche Verzögerung ist aber bei der Invar-Ausdehnung niemals beobachtet 


worden. 


Die plausibelste und heute auch fast allgemein anerkannte Deutung ist die von 
Chevenard, wobach der Invar-Effekt magnetisch bedingt ist und durch die 


positive Volumen-Magnetostrik- 
tion der spontanen Magneti- 
sierung bzw. die dadurch bewirkte 
zusätzliche Dehnung zustande 
kommt. Diese magnetostriktive 
Dehnung nimmt mit steigender 
Temperatur entsprechend der Ab- 
nahme der Magnetisierung zum 
Curiepunkt hin ab und muß also 
der gewöhnlichen Ausdehnung 
entgegenwirken. Bei den meisten 
magnetischen Substanzen ist 
diese Magnetostriktion jedoch so 
klein, daß Störungen der Wärme- 
ausdehnung nicht, bzw. nur in 
des Curie- 
punktes, d. h. bei besonders 
starker Abnahme der spontanen 
Magnetisierung, auftreten. Da- 
gegen wird diese Beeinflussung 
besonders deutlich hervortreten 
bei solchen Legierungen, die eine 
hohe Magnetostriktion und außer- 
dem noch tiefliegende Curie- 
punkte besitzen, wie z. B. die 
Nickelstähle. Theorie und Beob- 
achtung stehen hier in gutem, 
z. T. sogar quantitativen Ein- 
klang miteinander. 
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Abb. 5. 


Magnetisierungs-Temperaturkurven und 


Wärmeausdehnung einer Platin-Eisen-Legierung 


mit 57 Gew.% Pt 


Die Platin-Eisen-Legierungen weisen nun Volumen-Magnetostriktionen auf, 


die die der Nickelstähle noch nahezu um eine Größenordnung übertreffen und die 
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höchsten bisher bei ferromagnetischen Stoffen bekannten darstellen. Als Beispiel 
sei angegeben, daß für die Legierung mit 57% Pt im abgeschreckten Zustand 
der lineare Längenzuwachs oberhalb der Sättigung Al/l ~ 40 : 10* je 1000 Oe 
Feldzuwachs und für die Legierung mit 63% Pt noch ~ 7 - 10% je 1000 0e Feld- 
zuwachs beträgt. Demnach ist hier ein besonders großer Invareffekt und gegebenen- 
falls sogar eine Überkompensation der Ausdehnung zu erwarten, wie es auch in der 
Tat beobachtet ist. Dafür spricht auch die Tatsache, daß das Ende der Volumen- 
anomalie sowohl bei abgeschreckten als auch angelassenen Legierungen mit dem 
Curiepunkt praktisch zusammenfällt und mit dessen Verschiebung bei Wärme- 
behandlung mit geht. Als Beleg diene die Abbildung 5, die zwei Ausdehnungs- 
kurven einer Probe mit 57%, Pt und die dazugehörigen Magnetisierungstempera- 
turkurven darstellt. 

Mit der Bildung bzw. Auflösung der Überstrukturphase Fe,Pt, die die Curie- 
punkt-Verschiebung bewirkt, stehen offenbar die Invareffekte nicht in uninittel- 
barem Zusammenhang, vielmehr scheint es nur ein zufälliges Zusammentreffen 
zu sein, das (ähnlich wie bei den Nickelstählen die Anwesenheit von Verunreini- 
gungen) die Abhängigkeit von der Wärmebehandlung hier sehr kompliziert macht. 
Vielleicht scheint sogar die Vermutung nicht abwegig, daß die Beeinflußbarkeit 
der Nickel-Stahl-Invare durch die Wärmebehandlung ebenfalls durch eine geringe 
Curiepunkt-Verschiebung infolge einer — röntgenographisch nicht nachweisbaren 
— Atomordnung und nicht durch die wechselnde Löslichkeit von Verunreini- 
gungen bedingt ist. Es dürfte nicht ohne Interesse sein, dieser Frage nachzugehen. 

Schließlich seien noch einige Worte über die mögliche technische Anwendung 
der Platin-Invare angefügt. Diese Anwendung wird natürlich begrenzt sein durch 
den hohen Preis und die etwas ungünstigen technologischen Eigenschaften, da die 
Legierungen sehr spröde sind und sich spanlos schlecht oder überhaupt nicht bear- 
beiten ließen. Immerhin scheint eine Anwendung für Spezialzwecke nicht ausge- 
schlossen. Besonderes Interesse dürften dabei einmal Legierungen mit etwa 56 
bis 57 Gew.%, Pt für Thermoregler finden, da ihr Ausdehnungskoeffizient im abge- 
schreckten Zustand absolut genommen dreimal so groß ist wie der von Eisen oder 
Platin; allerdings beschränkt auf ein enges Temperaturintervall. Günstig ist jedoch 
der Umstand, daß das besonders empfindliche Gebiet hier kurz oberhalb Raum- 
temperatur liegt, also in einem Bereich, in dem sehr häufig besonders genaue 
Regelungen vorgenommen werden müssen. Ein weiteres Anwendungsgebiet liegt 
vielleicht für Legierungen mit etwa 60 bis 63 Gew.%, Pt im angelassenen Zustand 
vor, bei denen ein Ausdehnungskoeffizient nahe Null sich für vergleichsweise weite 
Temperaturgebiete bis 300° erreichen läßt. 


Der Firma W.C. Heraeus Platinschmelze, GmbH., Hanau, möchten dieVerfasser 
für die Unterstützung bei der Durchführung dieser Untersuchung verbindlichsten 
Dank aussprechen. 


a Berlin u. Weida/Thiir., Deutsches Amt für Maß und Gewicht. 


(Bei der Redaktion eingegangen am 26. Juli 1948.) 
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Zur magnetischen ‚Suszeptibilität von in flissigem Ammoniak 


(Mit 4 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht 


Es werden einige vor mehreren Jahren gemachte Suszeptibilitätsbestimmungen 
an in flüssigem Ammoniak gelöstem Calcium mitgeteilt und mit früher an Na und 
inzwischen von Freed und Sugarman an Cs, K, Ca und Ba vorgenommenen 
Messungen verglichen. Die Deutung der Experimente durch Freed und Sugar- 
man, die fiir verdiinntere Lésungen auf die Annahme eines Gleichgewichtes 
zwischen durch die NH,-Dipole ,,gefangenen“‘ Einzelelektronen und ebenso ,,ge- 
fangenen‘‘ Elektronenpaaren hinausläuft, das mit steigender Konzentration und 
sinkender Temperatur sich in Richtung der Paare verschiebt, wird mitgeteilt und 
kurz diskutiert. Für konzentrierte Lösungen nehmen Freed und Sugarman in 
Übereinstimmung mit der bisher üblichen Deutung freie Leitungselektronen an. 


I. Einleitung 2 


“ 


In den Lösungen der Alkali- und Erdalkalimetalle in fliissigem Ammoniak 
dissoziiert das gelöste Metallin Elektronen und positive Metallionen. Die metallische 
Leitfähigkeit der konzentrierten Lösungen geht mit abnehmender Konzentration 
kontinuierlich in elektrolytische über, wobei die Elektronen die negativen Träger 
bleiben. Es sollte also möglich sein, durch bloße Verdünnung die Entartungs- 


temperatur der Elektronen 
5 (37° N = Elektronenzahl/cm*, 


unter die Temperatur’ des Lösungsmittels zu senken und damit die Entartung auf- 
zuheben, d. h. den von der Theorie geforderten Übergang von der Fermistatistik 
zur Maxwell-Boltzmann-Statistik dem Experiment zugänglich zu machen. 


In der Tat ergab eine magnetische Untersuchung der Lösungen von Natrium 
in flüssigem Ammoniak!) einen kontinuierlichen Anstieg der Suszeptibilität des 
gelösten Metalles vom schwachen Pauli-Paramagnetismus der entarteten Lei- 
tungselektronen in den konzentrierten Lösungen zu normalem starken Paramagne- 
tismus, entsprechend etwa einem Bohrschen Magneton pro Elektron für sehr 
verdünnte Lösungen. Der Anstieg lag dabei in dem vom Sommerfeldschen Ent- 
artungskriterium geforderten Konzentrationsgebiet. 


1) E. Huster, Ann. Physik (5) 38, 477 (1938). 
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Jedoch bestehen auch Abweichungen von dem Verhalten, das man von einem D 
„idealen verdünnten Metall“ erwarten sollte: Die Suszeptibilität steigt nicht monoton ” 
mit abnehmender Konzentration an, sondern durchläuft ein Minimum; auch bei b) 
den größten Verdünnungen sinkt die Suszeptibilität nicht gemäß dem Curie- 7 
Gesetz 7 - 7’ =C mit steigender Temperatur ab, sie steigt vielmehr bei allen (I 
Konzentrationen mit steigender Temperatur an; bei tiefen Temperaturen wird das N 
gelöste Metall bei mittleren Konzentrationen stark diamagnetisch. = 

Diese Abweichungen kann man entweder der Wechselwirkung der Elektronen 
mit dem Lösungsmittel zuschreiben oder durch die Annahme von Na,-Molekeln Fi 
in der Lösung deuten!). Eine Untersuchung von Erdalkalimetallen, die im Grund- w 
zustand keine Molekeln bilden können, sollte vielleicht zwischen diesen Möglich- N 
keiten entscheiden lassen. Deshalb wurde 1941 eine Untersuchung von Ca-Lö- la 
sungen in flüssigem NH, begonnen, die jedoch wegen Wehrdienst und Gefangen- D 
schaft nicht zu Ende geführt werden konnte?). < 

Im folgenden können deshalb nur die Ergebnisse einiger orientierender Mes- di 
sungen mitgeteilt werden. Sie werden mit den friiheren Messungen an Na und fu 
den inzwischen von Freed und Sugarman an K, Cs, Ca und Ba erhaltenen Re- he 


Die Herstellung und Abfüllung der Lösungen und die magnetischen Messungen 
geschahen im wesentlichen nach dem beim Na angegebenen Verfahren (a. a. O.). fo 
Hier seien deshalb nur einige kleine Abweichungen beschrieben. x 


N 
tr 
1. Herstellung usw. ge 

Da das Ca in der beim Na beschriebenen Apparatur nicht destilliert werden li 
konnte, wurde an dem dickeren Schenkel des U-Rohres (a. a.0O., Abb. 3) der a 
Destillationsansatz entfernt und statt dessen ein schräg nach oben gerichteter ch 
Ansatz mit Schliffverschluß angeblasen. „Ca in Knüppeln“, das von der I. G.- gr 
Farbenindustrie, Bitterfeld, zur Verfügung gestellt war, wurde auf etwa 1 mm da 
Durchmesser abgedreht und von der Drehbank weg schnell durch diesen Ansatz 2 
in die Apparatur geworfen. Danach wurde evakuiert und NH, auf dem Metall di 
kondensiert. Abgefüllt und gemessen wurde so, wie beim Na beschrieben. (Magne- wi 

= tische Messung nach der Zylinderwägungsmethode von Gouy). 

Das Ca enthielt nach Mitteilung des Herstellerwerkes 97,63% Gesamt-Ca pi 
und außer 1,07%, Cl zusammen 0,5% Si, Fe, Al, Mg, N. Der Rest dürfte Sauerstoff zu 
sein. Der Gehalt an elementarem Ca liegt demnach zwischen 95,6 und 96,6%. zu 

Trotz der genannten Verunreinigungen war die Haltbarkeit der Lösungen m 
erstaunlich groß. Selbst sehr verdünnte, schwach blaue Lösungen wurden bis zu de 
18 Tagen ohne merkliche Farbänderung aufgehoben. Kurzer Luftzutritt bewirkte 
dagegen völlige Entfärbung einer 10—12cm hohen Lösungsschicht innerhalb 
30 Minuten. 

2. Meßfehler al 

Die große Streuung der Resultate bei sehr verdünnten Na-Lösungen beruhte “ 
im wesentlichen auf drei Fehlerquellen: a) Der gesuchte Effekt ist die kleine “ 

®2) E. Huster, Verh. dt. Phys. Ges. (3) 23, 100 (1942). ; 7 


3) S. Freed u. N. Sugarman, J. chem. Physics 11, 354 (1943). 
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_ E. Huster: Magnetische Suszeptibilitat von gelösten Metallen 


Differenz zweier groBer MeBwerte, nämlich der Suszeptibilitäten von reinem NH, 
und Lösung. Vorzuziehen wäre eine Differenzmessung von Lösung gegen NH. 


+. 


b) Infolge Wasserkondensation an Faden und Wägeröhrchen steigt das Gewicht 
während der magnetischen Messung an, worunter die Genauigkeit der Wägung 
(Differenz der Gewichte mit und ohne Magnetfeld) leidet (a. a. O. S. 487). c) Die 
Na-Analyse war bei sehr verdünnten Lösungen (!/,, mg Na und weniger) ziemlich 


ungenau. 


In der zur Verfügung stehenden Zeit konnte nur bezüglich des letztgenannten 
Fehlers eine gewisse Verbesserung erreicht werden. Das frühere Analysenverfahren 
wurde beibehalten, jedoch als Indikator eine Mischung von Bromthymolblau und 
Neutralrot (Umschlag rot-blaßgrün) verwendet und die Titration in einem weiß- 


lackierten Kasten mit stets gleicher Beleuchtung vorgenommen. 
Dadurch sank auch bei nur 0,05 mg Na der Analysenfehler. auf 
< 10%. — Systematische Untersuchung der Analysenfehler ergab, 
daß unabhängig von der Ca-Menge stets 0,01 mg Ca zu wenig ge- 
funden wurde. Die Ursache konnte nicht aufgeklärt werden. Des- 
halb wurde den Ergebnissen stets 0,01 mg Ca zugezählt (ent- 
sprechend sind auch ‘die Na-Analysen der früheren Arbeit zu 
korrigieren) und dann durch Abzug von 2%, auf den Gehalt an 
elementarem Ca korrigiert. 


Freed und Sugarman vermieden die drei genannten Fehlerquellen 
folgendermaßen: a) Die von ihnen benutzten Wägeröhrchen (Abb. 1) 
gestatten es, die obere Hälfte mit Lösung, die untere mit flüssigem 
NH, zu füllen, ohne daß eine Gasblase unter der Trennwand die Symme- 
trie der Anordnung stört. Das NH, wird durch die gebogene Kapillare 
gehalten. Die Messung liefert so direkt den Differenzeffekt von 
Lösung gegen NH,. b) Sie leiteten während der Messung einen lang- 
samen Strom trockenen Wasserstoffs durch die Wägungsapparatur 
und verhinderten so den Feuchtigkeitsniederschlag am gekühlten Röhr- 
chen. c) Sie füllten von der hergestellten Lösung zunächst einen 
größeren Teil in ein Vorratsgefäß an ihrer Apparatur um und füllten 
dann erst das Wägerohr. Analysiert wurde nicht die geringe Menge im 
Wägerohr, sondern die vorweg abgefüllte Lösung und der im Her- 


2 
V 
Abb. 1. Wiige- 
röhrchen 
nach Freed 
und 


Sugarman 


stellungsgefaB verbleibende Rest, beides gréBere Mengen. — Dies Verfahren hat aller- 
dings den Nachteil, daß für jede Messung eine neue Lösung hergestellt werden muß, 
während ich von einer Lösung 4 verschiedene Konzentrationen abfüllen konnte. 


Da beim Ca die Mischungslücke breiter ist als beim Na und auch beim Siede- 
punkt des NH, nicht verschwindet *), sind beim Ca bei —39° C nur Lösungen bis 
zu etwa 5 Atompromille Ca und außerdem sehr konzentrierte Lösungen der Messung 
zugänglich. Die Dichte ist weniger konzentrationsabhängig als beim Na, so daß 
man ohne Bedenken die Dichte der einphasigen verdünnten Lösungen gleich der 


des NH, setzen kann. 


III. Ergebnisse 


Die Ergebnisse der magnetischen Messungen an Ca und der früheren Messungen 
an Na, soweit sie wegen des erwähnten Analysenfehlers korrigiert werden mußten, 


zeigt Tab. 1. 


Tab. 2 gibt die Ergebnisse von Freed und Sugarman wieder, 


wobei die Konzentrationen, die von den Verfassern in Mol/Litern angegeben werden, 


auf das Molverhältnis NH,/Metall umgerechnet sind. 


4) Ch. A. Kraus, J. Amer. chem. Soc. 30, 653 (1908). 
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Zum Vergleich der Alkali- und Erdalkalimetalle n.iteinander wird angenommen, 
daß die letzteren gemäß. Me = Me++ + 2e vollständig dissoziiert sind. Demgemäß ni 


ist in den, Abbildungen 2—4 für die Erdalkalien als Ordinate %4 - T und als Ab- 


Tabelle 1 Tabelle 2 
Atomsuszeptibilitat des gelésten Ca Atomsuszeptibilität des gelösten 
und Na (korrigiert) K, Cs, Ba, Canach Freed u. Sugarman 
xa 108 xa* 10° 
NH, /Ca bei —35°C | bei —75°C NH,/K bei —33°C | bei —53°C 
| 
25600 | 640 96 11780 1268 809 
1340 182 10450 1180 
790 9880 1240 
16600 1230 1180 
183200 860 974 
12200 970 853 
8300 . 460 402 
29,9 
NH, /Na 
47600 1680 
43100 890 1130 
a 35100 1510 1245 
34500 1130 1013 
14700 980 
Br 9500 1520 
"9100 1220 2280 
8700 930 
8700 930 
6000 860 1140 
5750 725 938 
5500 635 


szisse log NH,/2 Me aufgetragen. D. h.: für alle Metalle sind die Ergebnisse unter 
der Annahme vollständiger Dissoziation auf gleiche Elektronenkonzentration be- 
zogen. — Die Tatsache 
der vollständigen Disso- 


ziation der Erdalkalien 

folgern Freed und Sugar- 

man aus dem bei einer Ba- 

Lésung gefundenen Sus- 

zeptibilitätswert. 

Abbildung 2 zeigt alle fr 
bisherigen magnetischen 
Messungen bei —33° bzw. ü 
—35° C, Abbildung 3 das 
gleiche bei —75° bzw. bi 
— Mg Molrerh My | —53° C, der tiefsten Meß- st 
1 1 1 temperatur von Freed und 1: 
3 W %  Sugarman. Abbildung 4 


. 2. Magnetismus der gelösten Metalle beim zeigt die Kurven der Abbil- 
Siedepunkt des NH, > dung 2 und 3 noch einmal 
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E. Huster: Magnetische Suszeptibilität von gelösten Metallen 
zusammen, jedoch, um nicht zu verwirren, ohne die Meßpunkte, und außerdem die 
nach Mott®) unter der Annahme freier Elektronen berechnete theoretische Kurve. 


€ 


A 
Mschungsliche — lag Mobert | 
Abb. 3. Magnetismus der gelösten Metalle bei Be 
capes 
—-—sheor Verlauf m. Molt f. -350u.- 75°C 


LT 

Co bet - 35%0-75°C 
BC (us) 7, 
© 7, 


yee N Abb. 4. Temperaturabhängigkeit u. Vergleich 
mit der Theorie 


IV. Diskussion der Ergebnisse 


Alle untersuchten Metalle zeigen den mit abnehmender Konzentration für 
freie Leitungselektronen zu erwartenden Übergang von „entartetem‘“ zu „nor- 
malem‘‘ Paramagnetismus. Doch ist bei allen Metallen das Anstiegsgebiet gegen- 
über der theoretischen Kurve nach Mott so stark nach gıößeren Verdünnungen 
verschoben, daß das Bild der freien Leitungselektronen in den Lösungen wohl 
beträchtlicher Korrekturen bedarf. In der hier gewählten logarithmischen Dar- 
stellung tritt diese Verschiebung (beim Siedepunkt des NH, beim Na zu etwa 
l3facher, beim K und Cs immer noch zu 7facher Verdünnung) besonders klar 
hervor. 

tte 


5) N. F. Mott, Proc. Cambridge philos. Soc. 82, 108 (1936). 
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Von den Unterschieden im Verhalten der verschiedenen Metalle sunächst ab- 
gesehen, sehen wir aber: Alle Abweichungen von der Theorie (Anstieg bei zu 
großer Verdünnung, falsches Vorzeichen des Temperaturkoeffizienten, Diamagnetis- 
mus bei tiefen Temperaturen) lassen sich durch die Annahme eines diamagneti- 
schen Anteiles in den Lösungen, dessen Konzentration (oder dessen Diamagnetis- 
mus) mit sinkender Temperatur stark ansteigt, deuten. 

Gegen die von mir seinerzeit gemachte Annahme von Na,-Molekeln bestanden 
von vornherein Bedenken: Unwahrscheinlichkeit ihrer Bildung bei Abwesenheit 
neutraler Atome; starke Solvatisierung der positiven Ionen, usw. Für die Erd- 
alkalien wäre jetzt überdies eine neue Hypothese, etwa die Bildung von (Me,)*++- 
Ionen, erforderlich. Diese wäre allerdings, wenn man der einen Ba-Messung ge-, 
nügend Beweiskraft zuerkennt, von vornherein widerlegt. 

Wir nehmen deshalb für alle Konzentrationen und Temperaturen vollständige 
Dissoziation in Elektronen und positive Ionen an. Den neben dem Paramagnetis- 
mus der Elektronen auftretenden Diamagnetismus muß man dann der Wechsel- 
wirkung zwischen Elektronen und Lösungsmittel zuschreiben. 

Im folgenden wird im wesentlichen die Freed-Sugarmansche qualitative 
Deutung des experimentellen Befundes wiedergegeben. Von ihrer Darstellung 
wird nur in einigen Punkten im Interesse größerer Anschaulichkeit oder durch 
Hinzufügen von Einwänden oder stützenden Tatsachen abgewichen. Von einer 
ins einzelne gehenden Auseinandersetzung wird jedoch abgesehen, sie soll in einer 
für später geplanten Veröffentlichung erfolgen. 

Den diamagnetischen Anteil der Suszeptibilität schreiben Freed und Sugar- 
man zwei Ursachen zu: 

1. Die Volumensuszeptibilität eines entarteten Elektronengases ist: 


K = 2 u? (dz/dE)z 


wobei « das Bohrsche Magneton und (dZ/dE)z - x, die Dichte der Energieniveaux 
am oberen Ende der Fermi-Verteilung ist. Anschaulich heißt das etwa: Je dichter 
die Niveaux liegen, eine desto größere Anzahl von ihnen ist der Wechselwirkungs- 
energie des äußeren Feldes mit den magnetischen Momenten der Elektronen zu- 
gänglich, und desto größer ist auch die Zahl der Elektronen, deren Spins sich frei 
im Felde einstellen können. 

Liegt für die Elektronen ein Resonanzniveau vor, so sinkt die Niveaudichte, 
und damit, wie Bardeen’) zeigte, die spezifische Wärme der Metallelektronen. 
Der gleiche Schluß gilt für die Suszeptibilität. Für verdünnte Lösungen kann man 
sich eine solche Resonanzbindung der Elektronen an das Lösungsmittel etwa 
folgendermaßen vorstellen: Ein Elektron hinreichend kleiner Geschwindigkeit 
kann von den NH,-Molekeln „eingefangen‘‘ werden, derart, daß es schließlich von 
einer Anzahl von NH,-Dipolen umgeben ist, die ihm ihre durch die H-Atome ge- 
bildete positive Seite zuwenden und durch die Ladung des Elektrons weiter po- 
larisiert sind. „Das Elektron gräbt sich sein eigenes Loch *‘). Auf diese Weise 
kann ein beträchtlicher Teil der Elektronen in solchen Potentialmulden eingefangen 
werden, in denen diskrete Energieniveaux unterhalb des Bandes der Leitungs- 
elektronen möglich sind®). (Für das Vorliegen einer solchen Bindung der Elektro- 


6) Vgl.z. B. N. F. Mott u. H. Jones, Theory of Properties of Metalsand Alloys, S. 184. 

7) J. Bardeen, Physic. Rev. 50, 1098 (1936). 

8) Vgl. N. F. Mott u. R. W. Gurney, Electronic Processes in Ionic Coppel sa 
Clarendon Press, Oxford, 1940) S. 86f. u. 8. 80f. ee oe eas 
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nen spricht das vom Metall unabhängige Absorptionsspektrum ) 1°) und der Photo- 
effekt der Lösungen ").) Dabei wird sich ein gewisser Unterschied ergeben, je nach- 
dem, ob bei dem Einfang eines Elektrons NH,-Moleküle, die zur Solvathülle eines 
positiverf6ns gehören und damit schon stark zusätzlich polarisiert sind, beteiligt 
sind oder nicht. 

Die elektrische Leitfähigkeit kann man bei diesem Bild durch Elektronen er- 
klären, die durch Wärmebewegung (oder Photoeffekt) mindestens zeitweise aus 
ihrem ,,Loch“ befreit sind, oder, bei höheren Konzentrationen, durch direkten 
Übergang von einem Potentialtopf zum andern durch den quantenmechanischen 
Tunneleffekt. 

Dazu mag bemerkt werden: Durch die Annahme solcher durch das Lösungs- 
mittel „‚gefangener‘‘ Elektronen ist die Vorstellung des verdünnten Metalles 
eigentlich bereits verlassen. Solche Elektronen sind nicht mehr frei, sondern sol- 
vatisiert, und die durch Elektron und solvatisierende Moleküle gebildeten Kom- 
plexe gehorchen der klassischen Statistik. Es mag deshalb zweifelhaft erscheinen, 
ob die Bardeensche Theorie auf dieses System anwendbar ist. 

Anschaulich aber kann man sagen: Das „gefangene‘‘ Elektron hat, da es ja 
vielen H-Atomen gleichzeitig angehört, eine sehr viel weiter ausgedehnte Bahn 
als ein Elektron im Atomverband'?), oder: entsprechend der nur schwachen Bin- 
dung erstreckt sich seine Eigenfunktion über viele Atomabstände. Ist diese Bahn 
ein s-Zustand, so liefert sie lediglich einen hohen diamagnetischen Beitrag zur 
Suszeptibilität. (Die überaus starke Volumenzunahme beim Lösen der Metalle 13) 1%) 
ist vielleicht ein Hinweis auf den großen Raumbedarf der Elektronen, d.h. auf 
die Ausdehnung ihrer Bahn). 

D.h. aber: ein „gefangenes‘ Elektron müßte unabhängig von der Kon- 
zentration ein Moment von annähernd einem Bohrschen Magneton haben, da 
selbst ein beträchtlicher Bahndiamagnetismus nur einen relativ kleinen Bruchteil 
des Spinmomentes betragen dürfte. Die Entartung der verbleibenden freien 
Elektronen aber müßte, da ihre Zahl geringer ist als der Metallkonzentration ent- 
spricht, schon bei entsprechend höherer Gesamtkonzentration aufgehoben werden, 
als es bei nur freien Elektronen der Fall sein müßte. Insgesamt also sollten die 
gemessenen Suszeptibilitäten über statt unter den für freie Elektronen berechneten 
Werten liegen. 

Nach Landau!) sollten freie Elektronen bei aufgehobener Entartung wegen der 
Krümmung ihrer Bahnen im Magnetfeld nur ein Moment von ?/, Bohrschen Magnetonen 
haben. Die Messungen an Na sind mit diesem Wert vielleicht noch, die an Cs und K sicher 
nicht mehr vereinbar. Qb diese Tatsache für eine Bindung der Elektronen spricht, mag 
dahingestellt bleiben. — Fr. u. S. weisen darauf hin, daß schon Peierls die Frage auf- 
warf, ob die Landausche Berechnung für kondensierte Systeme mit ihren hohen Stoß- 
zahlen zwischen Elektronen und Umgebung noch gültig sei?®). 

Die Vorstellung der ‚„‚gefangenen‘‘ Elektronen allein kann somit den Abfall der 
Suszeptibilität mit steigender Konzentration und vor allem die Temperatur- 
abhängigkeit nicht erklären. ar 

9») G. E. Gibson u. W. L. Argo, J. Amer. chem. Soc. 40, 1327 (1918). 

10) E. Vogt, Z. Elektrochem. 45, 597 (1939). SE 

1) J. Häsing, Ann. Physik (5) 37, 509 (1940). 

12) N. F. Mott u. R. W. Gurney, a.a. 0. S. 84f. 

18) Ch. A. Kraus, E. S. Carney u. W. C.Johnson, 

14) E. Huster, a. a. O. 

15) L. Landau, Z. Physik 64, 629 (1930). 
16) R. Peierls, Z. Physik 80, 763 (1933). 
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paaren verantwortlich,. die ähnlich wie Einzelelektronen in einer Solvathülle 
„gefangen‘‘ existieren können. Sie weisen auf die schon öfter diskutierte Ähnlich- 
keit der Lösungen mit den durch Alkaliüberschuß verfärbten Alkali-Halogenid- 
Kristallen hin, die durch Pohl und seine Schule eingehend untersucht wurden. 
Die bei diesen Kristallen auftretenden F- und F’-Zentren sind in Gitterlücken 
„gefangene‘“ Elektronen bzw. Elektronenpaare?’). Für die Analogie wichtig ist 
die Instabilität der F’-Zentren gegen Temperaturerhöhung. — Die Stabilität 
solcher Elektronenpaare wird ausführlich diskutiert von Mott und Gurney®®), 
. In den Metall-Ammonjak-Lösungen nimmt die Zahl dieser Elektronenpaare 
offenbar mit zunehmender Konzentration und abnehmender Temperatur stark 
zu. Da sie weder Spin- noch Bahnmoment haben, liefern sie lediglich einen starken 
diamagnetischen Beitrag zur Suszeptibilität. — Damit ist deren Verlauf bei mitt- 
leren Konzentrationen und ihre Temperaturabhängigkeit befriedigend gedeutet. 
Die elektrische Leitfähigkeit käme auch hier wieder durch Elektronen, die 
durch Energiezufuhr ins Leitungsband gehoben sind, oder, bei höheren Konzen- 
trationen, durch den Tunneleffekt zustande. 


Mit weiter steigender Konzentration nimmt nach der Fermi-Theorie die 
Nullpunktsenergie der Elektronen zu und wirkt dem Einfang in Potentialtöpfen 
und damit auch der Paarbildung mehr und mehr entgegen. Bei hohen Konzen- 
trationen (Lösungen metallischen Aussehens) wird also ein beträchtlicher Bruch- 
teil der Elektronen frei sein, und man erhält so schließlich den temperatur-unab- 
hängigen Pauli-Paramagnetismus des entarteten Elektronengases. Der auch bei 
den höchsten Konzentrationen noch verbleibende geringe Anstieg der Suszeptibili- 
tät mit der Temperatur (vgl. die Messungen an Na) kann durch einen auch hier 
noch vorhandenen geringen Anteil von Elektronenpaaren erklärt werden. 

Abbildung 4 zeigt, daß die gemessene Suszeptibilität bei den Erdalkalien 
stärker von der Theorie abweicht als bei den Alkalien und daß innerhalb jeder 
Reihe die Abweichung mit abnehmendem Ionenvolumen zunimmt (die Kurve 
für Cs liegt wohl noch etwas über der K-Kurve; für Ba liegt nur ein Meßpunkt 
vor). Oder:-Die Abweichungen sind um so größer, je größer die Ionenladung und 
je kleiner das Ionenvolumen, d. h. je stärker das Lösungsmittel durch die positiven 
Ionen polarisiert ist. Durch die Polarisation werden die Potentialtöpfe an den die 
Ionen solvatisierenden NH,-Molekeln tiefer, die Bindung der Elektronen wird 
stärker, die Paare werden zahlreicher und gegen die Wärmebewegung unemp- 
findlicher. 


Herrn Geheimrat Grüneisen danke ich für die Bereitstellung der Mittel des 
Institutes und Herrn Prof. Vogt für klärende Diskussionen. 


17) H. Pick, Ann. Physik (5) 31, 365 (1938); R. W. REN Physik. Z. 39, 36 (1938). 
18) N. F. Mott u. R: W. Gurney, a. a. O. S. 128 
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2. Hierfür machen Freed und Sugarman die Bildung von Slektronead 
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